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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

 

Лектор – академик РАН Е.И. Моисеев 

 

3 курс, 5 семестр, I поток 

 

Аудиофайлы: Z0000036, Z0000037 

Введение 

 Функциональный анализ – анализ над функциями. Роль точек играют функции. 

Рассмотрим примеры постановок задач. 

 Пример 1.  kr  – фундаментальная последовательность рациональных чисел: 

0
, 

nk

nk rr . 

Как известно, у этой последовательности существует предел (единственный), который, 

вообще говоря, не является рациональным числом. 

 Аналогичную задачу поставим для функций. Пусть   xfk ,  bax ,  – 

последовательность функций, интегрируемых с квадратом по Риману (или даже 

непрерывных), и пусть 

    0
,

2


 nk

b

a

nk dxxfxf . 

Можно показать, что у такой последовательности существует предел, который, вообще 

говоря, не будет функцией, интегрируемой с квадратом по Риману (и тем более 

непрерывной). Операция предельного перехода становится замкнутой (т.е. не выводящей из 

рассматриваемого класса), если рассматривать интегрируемость по Лебегу. 

 В чем отличие интеграла Лебега от интеграла Римана? В интеграле Римана сегмент, 

на котором изменяется аргумент функции, разбивается на мелкие отрезки, затем на каждом 

таком отрезке берется точка, затем составляется интегральная сумма, состоящая из 

произведений значений функции в этих точках на длины соответствующих отрезков. В 

интеграле Лебега на отрезки разбивается сегмент, которому принадлежат значения функции: 

если   Mxfm  , то интегральная сумма строится следующим образом: 

Myyyym mm  110 ... , 

 



m

k

kk EyS
1

 , 

где kE  – это множество всех точек, в которых выполняется неравенство   kk yxfy 1  (для 

1E  – неравенство   10 yxfy  ), а  kE  – мера (аналог понятия длины) множества  kE . 

 Здесь возникает несколько вопросов. Что такое мера множества? Какие множества 
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будут измеримыми (т.е. имеющими меру)? Для каких функций будет существовать интеграл 

Лебега? 

 Пример 2. Пусть 
2l  – пространство бесконечных последовательностей вещественных 

чисел  ...,,...,, 21 kxxxx  , удовлетворяющих условию 




1

2

k

kx . 

В нем определены скалярное произведение и норма: 

  





1

,
k

kk yxyx , 





1

2

k

kxx . 

В этом пространстве существует базис: 

 ...,0,...,0,11 e ,  ...,0,...,1,02 e , … ,  ...,1,...,0,0ke , … . 

 Можно рассматривать операторы, действующие в этом пространстве. Норма 

оператора определяется стандартным образом: 

x

Ax
A

lxx 2,0

sup


 . 

 Для конечномерной матрицы вида 

























...............

...00...0

...0...

...............

...0...

1

111

MNM

N

aa

aa

A  

определим конечномерный оператор, действующий по правилу 

Axy  ,  ...,,...,, 21 myyyy  , 





1k

kmkm xay  (сумма фактически конечная). 

Рассмотрим последовательность конечномерных операторов  nA . Пусть эта 

последовательность фундаментальна: 0
, 

nm

nm AA . Существует ли предел у этой 

последовательности операторов? Если да, то какими свойствами он обладает? Оказывается, что у 

этой последовательности существует предел, который будет вполне непрерывным оператором, и 

можно утверждать, что любой вполне непрерывный оператор аппроксимируется некоторой 

последовательностью конечномерных операторов. 

 Пример 3. Какие свойства конечных матриц (рассматривавшихся ранее) сохраняются для 

бесконечномерного случая? Вообще говоря, немногие. Вспомним теорию Фредгольма. 

Рассмотрим уравнение yxAx  , где 0 , 2ly , A  – вполне непрерывный оператор. 

Решение также ищем в пространстве 2l . Это уравнение однозначно разрешимо тогда и 

только тогда, когда однородное уравнение 0 xAx   имеет только тривиальное решение. 

Если же однородное уравнение имеет нетривиальные решения (  – собственное значение), 
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то исходное уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда правая часть ортогональна 

всем собственным элементам сопряженного оператора. Это похоже на конечномерный 

случай. Если же 0 , то возможны случаи, когда уравнение yAx   разрешимо лишь для 

всюду плотного подмножества правых частей из 
2l : область значений  AR  оператора A  

такова, что   2lAR  , но   2lAR  . Такое значение   называется точкой непрерывного 

спектра. Это новое понятие, отсутствующее в конечномерном случае. В бесконечномерном 

случае возникает также понятие остаточного спектра. 

 Литература: по теории меры – 

А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин. Элементы теории функций и функционального анализа. 

 

Аудиофайл: Z0000038 

Задачник: 

Т.А. Леонтьева, В.С. Панферов, В.С. Серов. Задачи по теории функций действительного 

переменного. Сборник задач. 

 Краткая программа семестра: 

Теория меры 

Интеграл Лебега 

Метрические пространства 

Банаховы пространства. Три фундаментальные теоремы 

Гильбертовы пространства. Ортонормированные системы. Пространства Соболева 

Спектральная теория вполне непрерывных операторов 

Нелинейные операторы. Теорема Шаудера о неподвижной точке 

 

Глава 1. Теория меры 

§ 1. Кольцо, минимальное кольцо, полукольцо, структура минимального кольца 

 Будем рассматривать множества (например, множества точек на прямой, на плоскости) и 

семейства множеств. Пусть X  – некоторая система множеств. Введем понятие кольца. 

 Определение. Непустое семейство K  множеств из X  называется кольцом, если для 

любых множеств KBA ,  KBA   и KBA  . 

 Утверждение. В кольце K  для любых множеств KBA ,  KBA   и KBA \ . 

 Доказательство.    BABABA   ,  BAABA  \ . 

 Важнейшими понятиями будут также  -кольцо (сигма-кольцо) и  -кольцо (дельта-

кольцо). 

 Определение. Кольцо K  называется  -кольцом, если для любого счетного набора 

множеств KAA ...,, 21  KA
k k 


 1
. 

 Определение. Кольцо K  называется  -кольцом, если для любого счетного набора 
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множеств KAA ...,, 21
 KA

k k 


 1
. 

 Определение. Кольцо K  называется алгеброй, если KX  . 

 Дополнение множества A  – это множество AX \ . 

 Принцип двойственности:      AXAX \\  ,      AXAX \\  . 

 Пусть S  – некоторое семейство множеств. 

 Определение. Минимальным кольцом  SK  называется кольцо K , которое содержится 

в любом кольце, содержащем S . 

 Утверждение. Минимальное кольцо существует. 

 Доказательство. Рассмотрим все кольца, содержащие S . Такие кольца существуют; 

примером может служить множество всех подмножеств S . Возьмем теперь пересечение всех 

таких колец. Легко видеть, что это и будет минимальное кольцо  SK . 

 В общем случае, описание кольца может быть трудной задачей, поэтому мы 

рассмотрим понятие полукольца. 

 Определение. Непустое семейство множеств S  из X  называется полукольцом, если 

для любых множеств SBA ,  SBA   и 
n

k kABA
1

\


  (объединение попарно 

непересекающихся множеств), где SAAA n ,...,, 21 . 

 Пример. Множество полусегментов   ba,  вещественной прямой образует полукольцо 

(но не кольцо!). 

 Лемма. Пусть S  – полукольцо, множества SBBBA n ,...,,, 21 , причем множества 

nBBB ,...,, 21  попарно не пересекаются, тогда существует конечный набор попарно 

непересекающихся множеств SAAA m ,...,, 21  таких, что   
m

i i

n

k k ABA
11

\


 . 

 Доказательство. По индукции. Пусть 1n . Представим рассматриваемое множество в 

виде  11 \\ BAABA  . В силу определения полукольца SBA 1 , поэтому возможно 

представление 
m

i iABA
11 

 , где все SAi  , откуда и следует утверждение. 

 Совершим теперь индуктивный переход. Пусть утверждение справедливо для n . 

Докажем его для 1n . Представим рассматриваемое множество в виде 

   
m

i

k

j

ij

m

i

nin

m

i

in

n

k

k

n

k

k

i

CBABABBABA
1 11

11

1

1

1

1

1

\\\\\
 

































































, 

где все SCij   (последнее разложение вытекает из предыдущего пункта), что и требовалось 

доказать. 

 

Аудиофайл: Z0000039 

 Докажем теперь теорему о структуре минимального кольца, порожденного полукольцом. 
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 Теорема. Пусть S  – полукольцо,  SK  – минимальное кольцо, порожденное S , тогда 

 SK  состоит из элементов вида 
n

k kA
1

, где SAAA n ,...,, 21 . 

 Доказательство. Пусть  SK  – совокупность всевозможных множеств вида 
n

k kA
1

, 

где SAAA n ,...,, 21 . Докажем, что  SK  – минимальное кольцо над S . 

Рассмотрим два множества указанного вида: 
n

k kAA
1

 , 
m

j jBB
1

 . 

Сначала докажем, что  SKBA  . Если BA , то это очевидно. Если же 

BA , то докажем, что  SKBA \ . Для этого рассмотрим два случая: 

а) частный случай: SA . Тогда в силу леммы   
l

i i

m

j j CBABA
11

\\


 , где все 

SCi  . Стало быть,  SKBA \ ; 

б) общий случай: A  не обязательно принадлежит S . Но тогда 

     SKBABABA
n

k k

n

k k 
  11

\\\  в силу пункта а). 

Осталось заметить, что    SKBABBA   \ . 

 Теперь докажем, что  SKBA  . В самом деле,      SKABBABA  \\  .

 Теорема доказана. 

 

§ 2. Общее определение меры 

 Определим меру на полукольце множеств. Пусть S  – полукольцо. 

 Определение. Мерой множества SA  называется число  A , удовлетворяющее 

следующим требованиям: 

 10.   0A  (неотрицательность меры). 

 20. Если 
n

k kAA
1

 , где SAAA n ,...,, 21 , то     


n

k kAA
1
  (аддитивность меры). 

 

Аудиофайлы: Z0000040, Z0000041 

 Определение. Мера называется  -аддитивной (или счетно-аддитивной), если 

свойство 20 меры распространяется на счетные объединения попарно непересекающихся 

множеств; иными словами, для любого множества 





1k kAA , SAAA ...,,, 21 , должно 

выполняться равенство    





1k kAA  . 

 Рассмотрим примеры мер. 

 Пример 1.   baS , ,    abba ,  (обычная длина). Аналогично – в многомерном 

случае. 

 Пример 2.  tF  – неубывающая функция, заданная на вещественной прямой, 

  baS , ,       aFbFbaF , . Случай   ttF   отвечает примеру 1. 
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 Замечание. Мы видим, что каждой неубывающей функции можно поставить в 

соответствие некоторую меру. Верно и обратное: каждая мера порождает неубывающую 

функцию. Например, в случае полуинтервалов вещественной оси определим функцию  tF  

следующим образом:      0,,0  tttF  ,      0,0,  tttF  ,   00 F . 

 Пример 3. Мера, не являющаяся  -аддитивной:  0,1X ,   xxF sgn . Представим 

полуинтервал X  в виде 

  
















1 1

1
,

1
0,1

n nn
. 

Тогда 

       1100,1  FFF , 

0
1

1

1

1

1
,

1









































n
F

n
F

nn
F , 

   























1 1

1
,

1
0,1

n

FF
nn

 . 

 Докажем теперь следующее фундаментальное свойство меры. 

 Утверждение. Пусть S  – полукольцо с мерой  , SBA , , AB  , тогда    AB   . 

 Доказательство. Так как   BABA \ ,  
m

i iABA
1

\


 , где SAAA m ,...,, 21 , то 

       BABA
m

i i    1
, что и требовалось доказать. 

 Дадим важное определение непрерывности меры. Обратите внимание, что теперь мы 

будем предполагать, что мера задана на кольце, а не на полукольце. 

 Определение. Мера  , заданная на кольце K , называется непрерывной, если 

...21  AA , 





1n nAA , KAAA ...,,, 21
 

   AAn
n

 


lim . 

 Теорема. Мера  , заданная на кольце K , непрерывна   она  -аддитивна. 

 Доказательство.  : пусть мера   непрерывна, 





1k kAA , где KAAA ...,,, 21 , 

тогда положим 
n

k kn AB
1

 . В силу определения кольца KBn  , кроме того, очевидно, 

...21  BB . и 





1n nBA . В силу непрерывности меры 

         





111
limlimlim

k k

n

k k
n

n

k k
n

n
n

AAABA   . 

 : пусть мера    -аддитивна, ...21  AA , 





1n nAA , KAAA ...,,, 21 . Положим 

11 AB  , 1\  kkk AAB , ...,3,2k  , тогда все KBk   и 





1k kBA . В силу счетной 

аддитивности меры 
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                 n
n

n

k kk
n

n

k k
nk kk k AAAABBBA 

 









  limlimlim

2 11111 . 

Теорема доказана. 

Следствие. В силу принципа двойственности справедливо следующее утверждение: 

если мера  , заданная на кольце K , непрерывна, то ...21  AA , 





1n nAA , 

KAAA ...,,, 21
    AAn

n
 


lim , причем верно и обратное. 

 

Аудиофайл: Z0000042 

§ 3. Продолжение меры с полукольца на минимальное кольцо 

Пусть S  – полукольцо с мерой m , K  – кольцо с мерой  , KS  . 

Определение. Мера   называется продолжением меры m , если SA     AmA  . 

Теорема. Если  SK  – минимальное кольцо, порожденное полукольцом S  с мерой m , 

то существует и притом единственное продолжение меры m  на кольцо  SK . Если мера m  

счетно-аддитивна, то и ее продолжение счетно-аддитивно. 

Доказательство. 

1) В силу доказанной ранее теоремы всякое множество  SKA  представимо в виде 


n

k kBA
1

 , где все SBk  . Так как   – продолжение меры m , то 

      


n

k k

n

k k BmBA
11

 . Однако множества kB , участвующие в разложении 

множества A , определяются неоднозначно. Докажем, что  A  не зависит от выбора kB . В 

самом деле, пусть также 
m

j jBA
1

~


 , где все SB j 
~

, тогда представим каждое kB  в виде 

  
m

j jkk BBB
1

~


 . Отсюда следует, что         


n

k

m

j jk

n

k k BBmBmA
1 11

~
 . С другой 

стороны,   
n

k kjj BBB
1

~~


 , и         


m

j

n

k kj

m

j j BBmBmA
1 11

~~
 , что и доказывает 

корректность продолжения меры. 

 

Аудиофайл: Z0000043 

 2) Докажем, что   – мера. Неотрицательность очевидна. Докажем аддитивность. 

Пусть 
m

i iAA
1

 , где  SKAAAA n ,...,,, 21 , тогда каждое множество iA  представимо в 

виде  in

j iji BA
1

 , где все SBij  , так что  
m

i

n

j ij

i

BA
1 1 

 , поэтому 

         


m

i i

m

i

n

j ij ABmA
i

11 1
 , что и доказывает аддитивность. 

 3) Проверим сигма-аддитивность меры   (в предположении сигма-аддитивности 

меры m ). Пусть 





1i iAA , где  SKAAA ...,,, 21 , тогда все эти множества представимы в 
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виде  in

j iji BA
1

 , где все SBij  , 
m

k kBA
1
 , где все SBk  . Далее, так как ABk  , то 

          


 



 










1 11 111 i

n

j ijki

n

j ijki iki ikkk

ii

BBBBABABABB , поэтому 

    


 


1 1i

n

j ijkk

i

BBmBm  ,         



 


m

k i

n

j ijk

m

k k

i

BBmBmA
1 1 11

 . С другой 

стороны,         


ii n

j

m

k kij

n

j iji BBmBmA
1 11

 , поэтому    





1i iAA  , что и 

доказывает сигма-аддитивность. 

Теорема доказана. 

 

§ 4. Свойства сигма-аддитивной меры 

 Теорема. Пусть K  – кольцо с мерой  , KAAA ...,,, 21
, тогда 

1) если AA
k k 


 1
, то    AA

k k  


1
 (заметим, что сигма-аддитивность меры   

здесь не предполагается); 

2) если мера   сигма-аддитивна и 





1k kAA , то    





1k kAA   (заметим, что 

если сигма-аддитивности нет, то это, вообще говоря, неверно). 

Доказательство. 1) Так как KA
n

k k  1
 и AA

n

k k  1
 для любого n , то 

     AAA
n

k k

n

k k    11 ; устремляя n  к бесконечности, получаем требуемое 

неравенство. 

2) Необходимость сигма-аддитивности меры вытекает из Примера 3 (см. выше). Итак, 

пусть мера сигма-аддитивна и 





1k kAA . Обозначим через kk AAA 
~

 и представим 

множество A  в виде          ...
~~

\
~~

\
~~~

21312111
AAAAAAAAAA

k kk k 







 . В силу 

сигма-аддитивности меры 

          ...
~~

\
~~

\
~~

213121 AAAAAAA   

            ......
~~~

321321  AAAAAA   , 

что и требовалось доказать. Теорема доказана. 

 Теорема. Длина сигма-аддитивна на   baS , . 

 Доказательство. Пусть    





1
,,

k kk baba . Очевидно, требуется доказать, что 

 





1k kk abab . В силу предыдущей теоремы справедливо неравенство 

 





1k kk abab . Докажем теперь, что  





1k kk abab . Зафиксируем произвольное 

(достаточно малое) 0 . Легко видеть, что    





1

,2,
k k

k

k baba  . Эта система 

интервалов образует открытое покрытие отрезка, поэтому по лемме Гейне-Бореля из нее 

можно выбрать конечное подпокрытие:    
m

i k

k

k i

i

i
baba

1
,2,




  . Но тогда 
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       
m

i k

k

k

m

i k

k

k i

i

ii

i

i
babababa

11
,2,2,,








  . 

Следовательно,         











11
,2,2,

k k

k

k

m

i k

k

k bambambam
i

i

i
 , т.е. 

 





1

2
k

k

kk abab  , или   2
1

 


k kk abab , откуда в силу произвольности   

и вытекает требуемое неравенство. Теорема доказана. 

 

§ 5. Мера Лебега 

Пусть K  – алгебра элементарных множеств с сигма-аддитивной мерой m , X  – 

единица этой алгебры,   Xm . 

 Определение. Верхней мерой множества XA называется 

   














1

:

1

inf
k

k

BA

KB
BmA

k k

k



 . 

 Теорема. Если KA , то    AmA  . 

 Доказательство. Пусть 





1k kBA , KBB ...,, 21
, тогда по доказанной ранее теореме 

   





1k kBmAm , откуда вытекает, что 

     ABmAm
k

k

BA

KB

k k

k








 






1

:

1

inf



. 

В обратную сторону: AA , поэтому    AmA  . Теорема доказана. 

Определение. Множество XA  называется измеримым по Лебегу, если 

     XmAXA   \ . 

В этом случае его мерой Лебега считается его верхняя мера. 

 Замечание. Если A  измеримо, то и AX \  измеримо. 

 Определение. Нижней мерой множества XA называется      AXXmA \

   . 

 Замечание. Очевидно, множество измеримо тогда и только тогда, когда его верхняя и 

нижняя меры совпадают. 

 Теорема. Пусть XAAA ...,,, 21 , 





1k kAA , тогда    




 
1k kAA  . 

 Доказательство. В силу определения внешней меры 0  KBkj  : 





1j kjk BA , 

     k

kj kj ABm 


 2

1
. Так как  














1 11 k j kjk k BAA , то 

            


















111 1
2

k kk

k

kk j kj AABmA , откуда в силу произвольности 

  и вытекает требуемое неравенство. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000044 
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 Следствие 1.    AA 

   . 

 Доказательство. Так как   AXAX \ , то  AXAX \ , поэтому 

       AXAXXm \   , откуда и следует, что        AAXXmA 

   \ . 

 Следствие 2.   0 A . 

 Легко вытекает из вложения XAX \ . 

 Следствие 3. XAA 
~

,       AAAA
~~

   . 

 Легко вытекает из вложения  AAAA
~~

  . 

 Замечание. С помощью понятия верхней меры можно ввести «расстояние» между 

множествами:    BABAd  , . Легко видеть, что все аксиомы метрики выполняются 

(неравенство треугольника вытекает из вложения    BCCABA   ), за исключением 

того, что из   0, BAd  не вытекает, вообще говоря, что BA  . 

 Лемма. Если   0 A , то A  измеримо по Лебегу и   0A . 

 Достаточно заметить, что   0 A  в силу двойного неравенства    AA 

  0 . 

 Следствие. Если 





1k kAA ,   0

kA , то A  измеримо по Лебегу и   0A . 

 Достаточно заметить, что    




 
1k kAA  . 

 Следствие. Любое подмножество множества меры нуль измеримо и имеет меру нуль. 

 Достаточно заметить, что если AB  , то    AB    . 

 Определение. Мера называется полной, если любое подмножество множества меры 

нуль измеримо и имеет меру нуль. 

 Замечание. Мера Лебега – полная. 

 Пример. Если мера порождена длиной, то мера множества рациональных чисел 

любого отрезка (и даже всей вещественной прямой) равна нулю. 

 

§ 6. Критерий измеримости по Лебегу 

Теорема. Множество XA  измеримо по Лебегу тогда и только тогда, когда 0  

KB :     BA . 

Доказательство. Достаточность. Зафиксируем произвольное 0 . Пусть KB  – 

такое множество, что     BA . Тогда          BABA  и 

              BABXAXBXAX \\\\ . Так как    BmB  , 

   BXmBX \\  , то                 2\\\   BXmBmAXAXmAXA , 

откуда в силу произвольности   и вытекает измеримость множества A . 

Необходимость. Пусть множество A  измеримо по Лебегу. Зафиксируем произвольное 
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0 . В силу измеримости A  существуют такие множества KBi 
~

, что 





1

~
i iBA , 

    3/
~

1
  

 ABm
i i . Положим теперь 11

~
BB  , 122

~
\

~
BBB  ,  2133

~~
\

~
BBBB  , … , тогда 







1i iBA  и       3/
~

11
  





  ABmBm
i ii i . В силу сходимости ряда существует такой 

номер N , что   3/
1




Ni iBm . 

Положим 
N

i iBB
1

  и докажем, что множество B  – искомое. Представим 

симметрическую разность в виде    ABBABA \\   и оценим меру слагаемых. 

а)   









11
\\

Ni ii i BBBBA , поэтому     3/\
1

 






Ni iBmBA . 

б)  AXBAB \\  , AX \  измеримо в силу измеримости A . Следовательно, 

существуют такие множества KC j  , что 





1
\

j jCAX ,     3/\
1

  

 AXCm
j j . 

Итак,       









11
\\

j jj j CBCBAXBAB , поэтому 

      










11
\

j jj j CBmCBAB   

        









11
\3/\\

j jj jj BCmAXBCmCm  . 

Но            

















1111
\\

j ji ij ji i BCBCBAXAX , поэтому 

           












 
111

\3/\
j jj ji i BCmABCmBmXXm  , откуда следует, что 

     XmABCm
j j  

 3/\
1

  и         3/23/3/\\    XmAAXAB . 

Стало быть,          3/23/\\ ABBABA . Теорема доказана. 

 

Аудиофайлы: Z0000045, Z0000046 

Следствие. Множество A  измеримо по Лебегу, если для любого 0  существует 

измеримое множество C :     CA . 

Достаточно заметить, что    BCCABA   . 

Теорема. Объединение, пересечение, разность и симметрическая разность измеримых 

множеств измеримы. 

Доказательство. Пусть множества 21, AA  измеримы, 0  – произвольное 

фиксированное число, тогда существуют множества KBB 21, :    

ii BA , 2,1i . 

Объединение: KBB 21  ,        22112121 BABABBAA   , поэтому 

          222112121   BABABBAA  . 

 Пересечение:     2121 \\\ AXAXXAA   , дополнение измеримо. 

Разность:  2121 \\ AXAAA  . 
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 Симметрическая разность:    122121 \\ AAAAAA  . 

 Теорема доказана. 

 Итак, измеримые множества образуют алгебру. 

 Теорема.   – мера на измеримых по Лебегу множествах. 

Доказательство. Достаточно доказать, что если множества 
21, AA  измеримы, 

21 AA  , то      2121 AAAA     . Легко видеть, что 

     2121 AAAA     . Докажем неравенство в другую сторону. Зафиксируем 

произвольное 0 . В силу измеримости множеств 
21, AA  существуют множества 

KBB 21, :    

ii BA , 2,1i . Так как  iiii BABA   , то 

          

iiiii BmBABA , откуда следует, что 

             22 21212121   BBmBBmBmBmAA  . Но 

      21212121 BBAAAABB    , поэтому 

            22121212121     AABBAAAABB  в силу включения 

       22112121 BABABBAA   , а    221121 BABABB    при 21 AA   и 

любых 
21, BB , поэтому    221  BB  . Таким образом,        62121   AAAA . В 

силу произвольности         2121 AAAA    . Теорема доказана. 

 Следствие.   – сигма-аддитивная мера на измеримых по Лебегу множествах. 

 Доказательство. Пусть 





1k kAA , ...,,, 21 AAA  измеримы по Лебегу, тогда, с одной 

стороны, 





1k kAA , поэтому    




 
1k kAA  ; с другой стороны, AA

k k 


 1
, поэтому 

   AA
k k





  
1

, откуда и следует равенство    




 
1k kAA  . 

 Теорема. Счетное объединение измеримых множеств измеримо. 

Доказательство. Пусть множества ...,, 21 AA  измеримы, 





1k kAA , тогда, как 

обычно, представим A  в виде        





1213121

~
...\\

k kAAAAAAAA . Так как 

XA , то          







  XmXAA
n

k k

n

k k 
11

~~
 , откуда следует, что 

    




 XmA
k k1

~
 . Стало быть, 0  N :    







1

~
Nk kA . Рассмотрим множество 


N

k kAC
1

~


 . Оно измеримо как конечное объединение измеримых множеств, причем 







1

~
Nk kACA , поэтому     CA , откуда и следует измеримость A . Теорема 

доказана. 

 Следствие. Счетное пересечение измеримых множеств измеримо. 
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 Достаточно заметить, что   









11
\\

k kk k AXXA . 

 Следствие. Измеримые по Лебегу множества образуют сигма-алгебру. 

 

§ 7. Случай   Xm  

 Определение. Мера   называется сигма-конечной, если KX i  :   iX , 

...,2,1i , 





1i iXX . 

 Определение. Множество A  называется измеримым по Лебегу, если измеримы все 

множества iXA , ...,2,1i  , при этом мерой множества A  называется число 

    


n

i iXAA
1

  (сумма может быть и бесконечной). 

 Замечание. Однозначность представления X  через iX  не требуется: если 







1j jXX , то   





1j jii XXX ,   





1i jij XXX , далее очевидно. 

 

§ 8. Измеримые множества на вещественной прямой. Канторово множество. 

Борелевские множества. Многомерный случай. Мера Жордана. Пример неизмеримого 

множества 

 Измеримые множества. Пусть RX , мера – обычная мера Лебега на прямой, 

первоначально заданная на полусегментах   ba, . Следующие множества измеримы: 

 интервал:    





1
,/1,

n
bnaba ; 

 точка:    





1
/1,

n
naaa ; 

 сегмент:    





1
/1,,

n
nbaba  или как дополнение к интервалу; 

 любое открытое множество – поскольку оно представимо в виде не более чем 

счетного объединения попарно непересекающихся интервалов. Докажем это: пусть G  – 

открытое множество, тогда Gx    G , :  ,x . Пусть теперь 

 


 Gx
a




,
inf , 

 


 Gx

b



,

sup , 

тогда легко видеть, что   Gba , , множество таких интервалов не более чем счетно и в 

объединении дает все множество G . 

 Канторово множество. Из отрезка  1,0  удалим интервал  3/2,3/1 , из оставшегося 

множества – интервалы  9/2,9/1  и  9/8,9/7 , и т.д. В итоге получится множество, не 

содержащее ни одного интервала. Оно замкнуто, так как его дополнение открыто, имеет 

меру нуль, так как дополнение к нему имеет меру единица  1...27/49/23/1  , и имеет 

мощность континуума, так как входящие в него числа в троичной системе – это 

всевозможные бесконечные дроби, состоящие из нулей и двоек. 
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Аудиофайлы: Z0000047-Z0000049 

Борелевские множества.  

Определение. Борелевскими называются множества, получающиеся в результате 

счетного объединения или пересечения открытых множеств. 

Заметим, что мощность всех борелевских множеств на прямой – континуум (это 

следует из того, что всякое открытое множество представимо в виде объединения попарно 

непересекающихся интервалов). Кроме того, борелевские множества измеримы по Лебегу 

(мера Бореля на этих множествах по определению равна мере Лебега) и образуют сигма-

алгебру (мера Бореля счетно-аддитивна). 

Утверждение. Борелевская мера неполна. 

Докажем от противного. Допустим, что мера Бореля полна. Рассмотрим канторово 

множество K . Очевидно, оно борелевское. Рассмотрим множество всех его подмножеств 

K2 . По определению полной меры любое множество 
KA 2  должно быть измеримо по 

Борелю и иметь меру Бореля нуль. Стало быть, мощность всех борелевских множеств не 

меньше мощности множества 
K2 , а это гиперконтинуум – противоречие. Значит, 

существуют неборелевские множества. 

Теорема. Любое измеримое множество можно заключить в борелевское множество 

той же меры. 

Доказательство. Пусть A  – измеримое множество. В силу измеримости для любого 

натурального n  существует борелевское множество nC  такое, что nCA  и 

    nACn /1  . Положим теперь 





1n nCC , тогда C  – искомое. Теорема доказана. 

 Многомерный случай. Рассмотрим теперь случай 
mR . 

 Теорема. Любое открытое множество mG R  измеримо по Лебегу. 

 Доказательство. Накроем все пространство 
mR  сеткой с шагом 1. Среди кубиков 

сетки оставим только те, которые целиком содержатся в множестве G . Обозначим их 
0

i . 

Затем уменьшим вдвое шаг сетки и добавим к имеющимся кубикам новые, обозначив их 
1

i , 

и т.д. Легко видеть, что для таких кубиков G
n i

n

i 






 0 1
, но справедливо и обратное 

включение G
n i

n

i 






 0 1
, откуда следует равенство. Теорема доказана. 

 Мера Жордана. Считаем   Xm . Верхняя мера Жордана множества A  

определяется следующим образом: 

   







N

k

k
BA

J BmA
N

k k 11

inf


 . 

 Таким образом, если в мере Лебега рассматриваются счетные накрытия, то в мере 

Жордана – лишь конечные накрытия. 
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 Нижняя мера Жордана:      AXmA JJ



   . 

Легко видеть, что        AAAA JLLJ



   . 

Определение. Множество A  называется измеримым по Жордану, если 

   AA JJ



   . 

Очевидно, если множество измеримо по Жордану, то оно измеримо и по Лебегу и их 

меры равны. Обратное неверно: множество рациональных точек отрезка  1,0  имеет лебегову 

меру нуль, но неизмеримо по Жордану. 

Пример неизмеримого по Лебегу множества. Опираемся на аксиому выбора. 

Рассмотрим отрезок  1,0 . Для каждого  1,0x  определим класс   Q|1,0  xyyK x . 

Легко видеть, что любые два таких класса либо не пересекаются, либо совпадают. Таким 

образом, весь отрезок  1,0  разбивается на попарно непересекающиеся классы. Возьмем 

теперь по одному представителю из каждого класса. Построенное множество неизмеримо, 

поскольку отрезок  1,0  есть счетное объединение таких множеств, эти множества попарно 

не пересекаются и конгруэнтны. 

 

Аудиофайл: Z0000050 

§ 9. Мера Лебега-Стилтьеса 

 Обобщая понятие меры Лебега на случай произвольной неубывающей функции (см. 

пример 2 в § 2), приходим к понятию меры Лебега-Стилтьеса. 

Рассматриваем одномерный случай. 

Пусть  tF  – неубывающая функция, заданная на вещественной прямой,   baS ,  – 

полукольцо полуинтервалов вещественной прямой. Определим меру полуинтервала: 

      aFbFbamF , . 

Теорема. Мера 
Fm  сигма-аддитивна на S   функция  tF  непрерывна слева. 

Замечание. Если задать меру на других полуинтервалах:       aFbFbamF , , то 

 tF  будет непрерывна справа. 

Доказательство.   Пусть мера Fm  сигма-аддитивна, bbk  , тогда k  

   1,,  kk baba . Так как мера Fm  сигма-аддитивна, то она непрерывна, поэтому 

          aFbFbambam k
k

kF
kk kF 






lim,lim,

1 . Но    baba
k k ,,

1




 , откуда и следует, 

что            aFbFbamaFbF Fk
k




,lim . В силу монотонности функции  tF  отсюда 

следует, что    bFbF 0 . 

  Пусть функция  tF  непрерывна слева,    





1
,,

k kk baba . Считая, что 

   baba
k kk ,,

1




 , в силу свойств меры получаем неравенство 



 16 

     bambam Fk kkF ,,
1





, откуда следует, что         aFbFaFbF

k kk 


1
. 

Докажем теперь противоположное неравенство. Зафиксируем произвольное 0 . В 

силу непрерывности слева функции  tF  существуют такие 0, k , что 

    2/  bFbF  и     12/  k

kkk aFaF  . 

Рассмотрим сегмент  ba, . Интервалы   



1

,
kkkk ba  , очевидно, образуют его 

открытое покрытие, поэтому по лемме Гейне-Бореля из них можно выделить конечное 

подпокрытие:    
N

k kkk baba
1

,,


  . Но тогда и    
N

k kkk baba
1

,,


  , откуда 

следует, что       


N

k kkkFF bambam
1

,,  , т.е. 

             





11 k kkk

N

k kkk aFbFaFbFaFbF  , 

          


1k kk aFbFaFbF , откуда в силу произвольности   и вытекает требуемое 

неравенство. Теорема доказана. 

Сравнение мер. Абсолютная непрерывность одной меры относительно другой. При 

построении меры разные функции порождают, вообще говоря, разные наборы измеримых 

множеств. Однако у них будет общая часть – борелевские множества: из равенства 

   





1
,/1,

n
bnaba  вытекает измеримость интервала, а значит, и любого открытого 

множества, а значит, и борелевских множеств. 

Обратим внимание еще на одну особенность. В случае обычной меры Лебега мера 

точки равна нулю. В случае меры Лебега-Стилтьеса это уже необязательно: например, если 

 









,0,0

,0,1

t

t
tF  

то            10/1lim/1,0lim0 


FnFn
n

F
n

F  , т.е. мера точки равна единице. 

Определение. Пусть сигма-аддитивные меры   и   заданы на общей сигма-алгебре 

 . Мера   называется абсолютно непрерывной относительно меры  , если из   0A  

вытекает   0A  для любого множества A . 

Теорема. Пусть сигма-аддитивные меры   и   заданы на общей сигма-алгебре  , 

тогда мера   абсолютно непрерывна относительно меры     0   0 : если 

   A , то    A  для любого множества A . 

Доказательство.   Рассмотрим произвольное множество A , для которого 

  0A . Так как    A  для любого 0 , то    A  для любого 0 , а стало быть, 

  0A . 

  От противного: пусть 0 : n   nA :   n

nA  2 , но    nA . Положим 







mn nm AA
~

, тогда mA
~

, mm AA
~~

1   и     02
~ 1








m

m

mn nm AA  . Положим теперь 
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





1

~
m mAB , B . В силу сигма-аддитивности мер     0

~
lim 


m

m
AB  ,    m

m
AB
~

lim 


 . 

Но из 
mm AA

~
  следует    mm AA

~
  , поэтому и    B , т.е.   0B . Теорема 

доказана. 

«Канторова лестница».  

Определение. Функция  tF , Rt , называется абсолютно непрерывной, если для 

0   0 : для любого конечного набора попарно непересекающихся интервалов 

 kk ba , , Nk ,1 , таких что    

N

k kk ab
1

, выполняется неравенство 

     

N

k kk aFbF
1

. 

Замечание. Легко видеть, что из абсолютной непрерывности вытекает непрерывность 

(и даже равномерная непрерывность). 

Теорема. Пусть мера   порождена длиной, а мера 
F  порождена неубывающей 

непрерывной слева функцией  tF , тогда мера 
F  абсолютно непрерывна относительно 

меры      tF  – абсолютно непрерывная функция. 

Доказательство. Пусть мера 
F  абсолютно непрерывна относительно меры  , 

тогда 0   0 :    A       AF
. Возьмем в качестве множества A  

произвольный конечный набор попарно непересекающихся полуинтервалов  kk ba , , 

Nk ,1 , суммарной длины меньше  , тогда          

N

k kkF aFbFA
1

. 

  Пусть  tF  – абсолютно непрерывная функция,   0A . Зафиксируем 

произвольное 0  и выберем 0  так, что если    

N

k kk ab
1

, где интервалы  kk ba , , 

Nk ,1 , попарно не пересекаются, то       

N

k kk aFbF
1

. Так как   0 A , то можно 

считать, что множество A  накрыто счетной системой попарно непересекающихся 

полуинтервалов  kk ba ,  суммарной длиной меньше  ; но тогда и    

N

k kk ab
1

 для 

любого N . В силу абсолютной непрерывности функции  tF        

N

k kk aFbF
1

, 

следовательно,      


1k kk aFbF , а это и означает, что     AF . Теорема доказана. 

Пример функции непрерывной, но не абсолютно непрерывной («лестница Кантора»). 

Построим последовательность непрерывных монотонно неубывающих функций   tFn , 

 1,0t , по следующим правилам:   00 nF ,   11 nF  для всех n ;   2/11 tF ,  3/2,3/1t , и 

линейна на оставшейся части отрезка  1,0 ;    tFtF 12  ,  3/2,3/1t ,   4/12 tF , 

 9/2,9/1t ,   4/32 tF ,  9/8,9/7t , и линейна на оставшейся части отрезка  1,0 ; и т.д. 

Эта последовательность равномерно сходится, ее предел – непрерывная, но не абсолютно 

непрерывная функция. 
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Аудиофайлы: Z0000051, Z0000052 

 Взаимно сингулярные меры. 

Определение. Две сигма-аддитивные меры   и  , заданные на общей сигма-алгебре 

 , называются взаимно сингулярными, если  A :     0\  AXA  . 

Пример 1. Пусть KA   (канторово множество), мера   – обычная мера Лебега на 

прямой, тогда   0K ,    0\1,0 KF  (см. выше). Меры   и 
F  взаимно сингулярны. 

Пример 2. Пусть  

 









,10,1

,01,0

t

t
tF  

 0A , мера   – обычная мера Лебега на прямой, тогда   0A  (длина точки равна нулю), 

   0\1,1  AF . Меры   и 
F  взаимно сингулярны. 

 

Глава 2. Измеримые функции 

§ 1. Определение и свойства измеримых функций 

 Понятие измеримой функции. Пусть задан триплет  ,, X , где X  – пространство, 

  – сигма-алгебра,   – сигма-аддитивная мера. 

 Определение. Функция  xf , Xx , называется измеримой, если для любого 

вещественного c  множество     cxfXx | . 

 Замечание. В дальнейшем такие множества обозначаем просто  cf  . 

 Теорема. Следующие четыре утверждения эквивалентны: 

1) c  измеримо  cf  ; 

2) c  измеримо  cf  ; 

3) c  измеримо  cf  ; 

4) c  измеримо  cf  . 

Доказательство. Достаточно заметить, что 

  


 








1

1

n n
cfcf ;    cfXcf  \ ;   



 








1

1

n n
cfcf ;    cfXcf  \ . 

 Пример. Непрерывная функция, заданная на вещественной прямой, измерима. 

Достаточно доказать, что множество  cf   открыто. Пусть  cfx 0 , тогда   cxf 0 . В 

силу непрерывности существует открытый шар положительного радиуса с центром в точке 

0x , лежащий в  cf  , что и требовалось доказать. 

 Арифметические операции над измеримыми функциями. 

 Лемма 1. Если  xf  измерима, то   Cxf   измерима. 

 Очевидно. 
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 Лемма 2. Если  xf  измерима, то  xCf  измерима. 

 Очевидно. 

 Лемма 3. Если  xf  и  xg  измеримы, то  gf   измеримо. 

 Доказательство. Пусть  
1kkr  – множество всех рациональных чисел, тогда 

       





1k

kk grrfgf . 

 Теорема. Сумма и разность измеримых функций измеримы. 

Доказательство. Разность:    cgfcgf   и леммы 1 и 3. Сумма: 

 gfgf   и лемма 2. 

 Следствие. Линейная комбинация измеримых функций измерима. 

 Лемма 4. Если  xf  измерима, то  xf  измерима. 

Доказательство.      cfcfcf    при 0c  и    cf  при 0c . 

 Замечание. Обратное неверно:   1xf ,  Ex ,   1xf ,  EXx \ , E  неизмеримо. 

 Лемма 5. Если  xf  измерима, то  xf 2  измерима. 

Доказательство.    cfcf 2
 при 0c  и    cf 2  при 0c . 

 Теорема. Произведение измеримых функций измеримо. 

 Доказательство.      4/
22

gfgffg   и леммы 4 и 5. 

 Теорема. Частное измеримых функций, если знаменатель не обращается в нуль, 

измеримо. 

 Доказательство. Достаточно доказать измеримость g/1 , но это вытекает из 

соотношения 

 
 
   
   
















./10:0

,/10:0

,0:0

/1

cggc

cggc

gc

cg



  

 Замечание. Если  xg  обращается в нуль на множестве E  меры нуль, то  xg/1  

измерима на EX \ . Если ее доопределить на E , то функция будет измеримой на X  (мера 

предполагается полной).  

 Определение. Если какое-либо свойство выполнено всюду, за исключением 

множества меры нуль, то говорят, что это свойство выполнено почти всюду (п.в.). 

 Определение. Функции называются эквивалентными, если они совпадают п.в. 

 Теорема. Функция, эквивалентная измеримой, измерима. 

 Доказательство. Пусть  xf  измерима,  gfE  ,   0E , тогда   EXEX \ , 

                   EXcfEcgEXcgEcgcg \\  , первое имеет 

меру нуль, второе измеримо. 
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 Предел последовательности измеримых функций. 

Теорема. Если последовательность состоит из измеримых функций и сходится, то ее 

предел – измеримая функция. 

Доказательство. Пусть  xfk , ...,2,1k , измеримы и    xfxfk  , Xx , тогда 

утверждение теоремы вытекает из соотношения 

  










 








1 1

1

n m mk

k
n

cfcf . 

Докажем его. Пусть  cfx  , тогда n   nmm  : mk     ncxfk /1 . 

Следовательно,  





mk k ncfx /1       













1 1
/1

n m mk k ncfx . 

Обратно, пусть    













1 1
/1

n m mk k ncfx , тогда n    









1
/1

m mk k ncfx  

   nmm  :  





mk k ncfx /1 . Следовательно,   ncxfk /1  mk  . Переходим к 

пределу:   ncxf /1 . В силу произвольности n    cxf  . Теорема доказана. 

Следствие. Если последовательность состоит из измеримых функций и сходится п.в., 

то ее предел – измеримая функция. 

 

Аудиофайл: Z0000053 

 Теорема. Пусть  xfk , ...,2,1k , измеримы, тогда     xfxf n,...,max 1 , 

    xfxf n,...,min 1 ,    xfxf k
k 1

sup


 ,    xfxf k
k 1
inf


  измеримы. 

 Легко видеть, что    





1k k cfcf , что и доказывает теорему для  xf , 

остальное – аналогично. 

 Теорема. Пусть  xfk , ...,2,1k , измеримы и kflim , kflim  п.в. конечны, тогда они 

измеримы. 

 Доказательство. Не ограничивая общности, считаем, что kflim , kflim  всюду конечны, 

тогда утверждение теоремы вытекает из соотношения k
nkn

k ff


 inflimlim . 

 Теорема. Если функция измерима и дифференцируема, то ее производная измерима. 

 Достаточно заметить, что       xfnxfnxf
n




/1lim . 

 Замечание. Всякую ли разрывную функцию можно представить в виде (поточечного) 

предела последовательности непрерывных функций? Нет: такой предел был бы измеримой 

функцией, но существуют неизмеримые функции. 

 

§ 2. Сходимость по мере 

 Дополнительно предполагаем, что   X . 
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 Определение. Говорят, что последовательность измеримых функций   xfk  сходится 

по мере к измеримой функции  xf , если 0      0lim 


 ffk
k

. 

 Обозначение. ffk  . 

 Замечание. Множества меры нуль не влияют на сходимость по мере. 

 Теорема. Если у последовательности существуют два предела по мере, то они 

эквивалентны. 

 Доказательство. Пусть f  и f
~

 – пределы по мере последовательности   xfk . 

Зафиксируем 0  . Если  ff
~

, то в силу оценки ffffff kk

~~
  

справедливо хотя бы одно из неравенств 2/ kff ,  2/
~

 ffk , откуда следует, что 

     2/
~

2/
~

  ffffff kk  . Значит, 

        2/
~

2/
~

  ffffff kk . Переходя к пределу, получим, что 

   0
~

  ff , откуда в силу произвольности   и соотношения 

   





1
/1

~
0

~
n

nffff  вытекает, что ff
~

  п.в.. Теорема доказана.  

 Теорема. Из сходимости п.в. вытекает сходимость по мере. 

 Доказательство. Пусть ffk   всюду на множестве X . Зафиксируем 0  . 

Обозначим   ffE kk , 





nk kn ER  (заметим, что nn RR 1 ), 





1n nRR . Легко 

видеть, что R , откуда следует, что   0nR      0kE . 

Пусть теперь ffk   п.в.,  ffE k  , тогда   0E . На множестве EX \  ffk   

всюду, а значит, kf  сходится к f  и по мере на EX \ , а значит, и на X . Теорема доказана. 

 Замечание. Обратное неверно: из сходимости по мере, вообще говоря, не вытекает 

сходимость даже и в одной точке:  1,0X , 

 


 


;,0

,2/10,1
1

иначе

x
xf   



 


;,0

,12/1,1
2

иначе

x
xf   



 


;,0

,4/10,1
3

иначе

x
xf   



 


;,0

,2/14/1,1
4

иначе

x
xf  … 

 Теорема. Из последовательности измеримых функций, сходящейся по мере к 

измеримой функции, можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся п.в. к этой 

функции. 

 Доказательство. Пусть    0  ffn , тогда выберем подпоследовательность 

так, чтобы   k

kE  2 , где  kffE
knk /1 . Обозначим 






nk kn ER  (заметим, что 

nn RR 1 ), 





1n nRR . Очевидно,   021  n

nR , и в силу непрерывности меры 

    0lim 


n
n

RR  . Покажем, что ff
kn   на RX \ . Пусть RXx \ , тогда nRx  при 
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некотором n    kEx , nk  . Следовательно,     kxfxf
kn /1 , nk  . Устремляя k  к 

бесконечности, получаем, что    xfxf
kn  . Теорема доказана. 

 

Аудиофайлы: Z0000054, Z0000055 

 Теорема Егорова. Пусть ffn   п.в. на X , все функции ffn ,  измеримы,   X , 

тогда 0  XX   :     XX \ , ffn




 на X . 

 Доказательство. Сначала предположим, что ffn   всюду на X . Положим 

 nkmffX kmn  /1,
. Ясно, что mnmn XX ,1,   и XX

n mn 


 1 , , так что 

   XX mn
n

 


,lim  m . 

Зафиксируем 0 . Выберем подпоследовательность  mnm
X , :    m

mnm
XX  2\ ,

. 

Очевидно,    


1 ,\
m mnm

XX . Положим 





1 ,m mnm
XX , тогда  






1 ,\\
m mnm

XXXX  . 

Легко видеть, что ffn




 на X . 

Пусть теперь ffn   п.в. на X , тогда проведем рассуждения предыдущего пункта на 

множестве EXX \
~
 , где  ffE k  ,   0E . Очевидно,        XXXX \

~
\ . 

Теорема доказана. 

 

Глава 3. Интеграл Лебега 

§ 1. Определение интеграла Лебега 

Пусть задан триплет  ,, X , где X  – пространство,   – сигма-алгебра,   – полная 

сигма-аддитивная мера, причем   X . 

Определим интеграл Лебега на простых функциях. 

Определение. Функция называется простой, если она измерима и принимает конечное 

число значений. 

Простую функцию можно представить в виде     


m

k Ak xfxf
k1

 , где 
m

k kAX
1

 , 

все множества kA  (и попарно не пересекаются), Rkf , 

 









,,0

,,1

Ax

Ax
xA  

– характеристическая функция (индикатор). Фактически, сумма всегда состоит из одного 

слагаемого. Примером может служить функция Дирихле. 

 Определение. Интегралом Лебега от простой функции     


m

k Ak xfxf
k1

  

называется 
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     



m

k

kk

X

AfdxfL
1

 . 

 В дальнейшем значок  L  опускаем. 

 Пример. Интеграл Лебега от функции Дирихле по мере Лебега равен мере множества. 

Напомним, что по Риману эта функция не интегрируема. 

 Свойства интеграла Лебега от простых функций: 

 1. Константу можно выносить за знак интеграла. 

 2. Интеграл от суммы (разности) функций равен сумме (разности) интегралов от этих 

функций. Доказательство очевидное. 

 Следствие. Интеграл от линейной комбинации функций равен линейной комбинации 

интегралов от этих функций с теми же коэффициентами. 

3.        XfXxfdxf k
mkX

X


,1

maxmax


 . 

Расширим теперь понятие интеграла Лебега путем предельного перехода. 

Лемма. Пусть   xfn  – последовательность простых функций,  xfn
 на X , тогда 

числовая последовательность  X n dxf  сходится. 

 Вытекает из фундаментальности этой последовательности: если      xfxf mn , то 

               XXxfxfdxfxfdxfdxf mn
X

X

mn

X

m

X

n    max . 

 Определение. Пусть  xf  – равномерный предел на X  последовательности простых 

функций   xfn , тогда интегралом Лебега от этой функции называется 

      


X

n
n

X

dxfdxfL  lim . 

Легко видеть, что это определение корректно: предел не зависит от выбора 

последовательности простых функций. 

Каков класс таких функций? Легко видеть, что это измеримые (поскольку предел 

последовательности измеримых функций измерим) и ограниченные (поскольку равномерный 

предел ограниченных функций ограничен) функции. Оказывается, что это в точности этот 

класс, как показывают следующие утверждения. 

 Лемма. Для любой измеримой ограниченной функции существует равномерно 

сходящаяся к ней последовательность простых функций. 

 Доказательство. Пусть  xf  – измеримая ограниченная функция. Представим ее в 

виде разности двух неотрицательных функций:      xfxfxf   , где 

       2/xfxfxf  . Таким образом, не ограничивая общности, можно считать, что 

  Mxf 0 . Положим     nkxfnkA nk /1/  , ...,2,1,0k , 
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          






N

k nkk nkn AnkAnkxf
00

//  ,   1 MnN , тогда     nxfxf n /10   

nkAx    Xx , что и требовалось доказать. 

 Замечание. Если функция не ограничена, то существует равномерно сходящаяся к ней 

последовательность простых функций, принимающих счетное число значений. 

 Из этой леммы вытекает основное утверждение. 

 Теорема. Любая измеримая ограниченная функция интегрируема по Лебегу, причем 

интеграл может быть найден как предел последовательности лебеговых интегральных сумм: 

   


 














 


N

k
n

X
n

k
xf

n

k

n

k
dxf

0

1
lim  . 

 

Аудиофайлы: Z0000056, Z0000057 

§ 2. Интеграл Лебега от неограниченной функции 

Рассмотрим измеримую простую функцию, принимающую счетное число значений: 

   





1k Ak xfxf
k

 , где 





1k kAX  (множества kA  и попарно не пересекаются). 

Определение. Простая функция    





1k Ak xfxf
k

  называется интегрируемой по 

Лебегу, если сходится ряд 

 


1k

kk Af  ; 

в этом случае интегралом Лебега от этой функции называется 

     





1k

kk

X

AfdxfL  . 

 Таким образом, в случае интеграла Лебега абсолютная интегрируемость равносильна 

интегрируемости. 

 Свойства интеграла Лебега от простых функций со счетным числом значений: 

 1. Константу можно выносить за знак интеграла. 

 2. Интеграл от суммы (разности) функций равен сумме (разности) интегралов от этих 

функций. Доказательство очевидное. 

 Следствие. Интеграл от линейной комбинации функций равен линейной комбинации 

интегралов от этих функций с теми же коэффициентами. 

Пример. Функция Дирихле интегрируема по обычной мере Лебега на отрезке  1,0 , и 

интеграл от нее равен единице. 

3.      Xxfdxf
X

X

 sup  (если  xf  не ограничена, то правая часть бесконечна). 

 4. Если    xgxf   и  xg  интегрируема, то  xf  интегрируема, причем 
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    
XX

dxgdxf  . 

 Доказательство. Пусть     





1k Ak xfxf
k

 ,    





1i Bi xgxg
i

 , тогда 

            






















 Xi

ii

i k

iki

i k

ikk

k

kk

X

dxgBgBAgBAfAfdxf 
11 11 11

 . 

Лемма. Пусть   xfn  – последовательность простых функций со счетным числом 

значений,  xfn
 на X , тогда числовая последовательность  X n dxf   сходится. 

 Вытекает из оценки 

         Xxfxfdxfdxf mn
X

X

m

X

n    sup . 

 Определение. Функция  xf , Xx , называется интегрируемой по Лебегу на 

множестве X , если существует последовательность интегрируемых простых функций со 

счетным числом значений   xfn , равномерно сходящаяся к  xf  на множестве X , при 

этом интегралом Лебега от функции  xf  называется 

      


X

n
n

X

dxfdxfL  lim . 

 Корректность этого определения вытекает из следующего простого утверждения. 

 Лемма. Если   xfn  и   xfn

~
 – две последовательности интегрируемых простых 

функций со счетным числом значений, равномерно сходящиеся к функции  xf  на 

множестве X ,  то 

    


X

n
n

X

n
n

dxfdxf 
~

limlim . 

 Для доказательства достаточно заметить, что 

                    0
~

supsup
~

sup
~









  XxfxfxfxfXxfxfdxfdxf n

X
n

X
nn

X
X

n

X

n  . 

 Справедливо и обратное (в некотором смысле) утверждение. 

 Лемма. Пусть функция  xf  интегрируема на множестве X  и пусть 

последовательность измеримых простых функций со счетным числом значений   xfn  

равномерно сходится к функции  xf  на множестве X , тогда, начиная с некоторого номера, 

все функции  xfn  интегрируемы на множестве X . 

 Доказательство. Так как функция  xf  интегрируема, то существует 

последовательность интегрируемых простых функций со счетным числом значений   xfn

~
, 

которая равномерно сходится к функции  xf . Следовательно, 0   N : Nn   
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     xfxfn

~
 и (в силу равномерной сходимости)      xfxfn

. Отсюда вытекает, что 

    2
~

 xfxf nn
 и     2

~
 xfxf nn

, а это и означает интегрируемость  xfn . Лемма 

доказана. 

 Свойства интегрируемых функций: 

 1. Константу можно выносить за знак интеграла. 

 2. Интеграл от суммы (разности) функций равен сумме (разности) интегралов от этих 

функций. 

 3. Если   0xf  п.в., то   0X dxf  . 

4. Если    xgxf   п.в., то     
XX

dxgdxf  . 

5. Если  xf  интегрируема, то  xf  интегрируема. Обратное, вообще говоря, 

неверно. 

6. Если  xf  измерима,  xg  интегрируема и    xgxf  , то  xf  интегрируема, 

причем       
XXX

dxgdxfdxf  . 

 

Аудиофайл: Z0000058 

7. Если  xf  интегрируема,  xg  измерима и ограничена, то    xgxf  интегрируема. 

Определение. Пусть  xf  интегрируема на X ,  измеримое XA , тогда 

      
X

A

A

dxxfdxf  . 

8 (аддитивность интеграла Лебега по множеству интегрирования). Если  xf  

интегрируема на X , BAX  , BA,  – измеримые, то 

 
BAX

fdfdfd  . 

Следствие. Если  xf  интегрируема на X , 
n

k kAX
1

 , все kA  – измеримые, то 

 



n

k AX k

fdfd
1

 . 

 В дальнейшем мы докажем и свойство сигма-аддитивности. 

9. Если f  измерима,   0A , то 0A fd . 

Доказательство. Для простой функции это свойство очевидно. В общем случае 

существует последовательность простых функций ffn



 , поэтому n : 1 nff , откуда 

вытекает, что функция f  интегрируема и  

  01  
A

n

A

dfdf  . 
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 Следствие. Если 0f  п.в. на множестве X , то 0X fd . 

 Достаточно заметить, в обозначении  0 fE , что   0E , 0E fd , 

0
\

 EX
fd ,   EXEX \ . 

 10. Если f  интегрируема на X , 0f , 0X fd , то 0f  п.в. на X . 

Доказательство. Сначала докажем неравенство Чебышёва: если 0f , то 0 a  

   
X

fd
a

af 
1

. 

В самом деле, 

       

  afafdafdfdfdfd
afafafafX

 


 . 

Теперь заметим, что    





1
/10

n
nff . В силу неравенства Чебышёва 

   0//1   nfdnf
X

 , поэтому       0/10
1

 


n
nff  . 

 

§ 3. Абсолютная непрерывность интеграла Лебега 

 Теорема (абсолютная непрерывность интеграла Лебега). Пусть  xf  интегрируема на 

X , тогда 0   0 : XA  , A ,    A   

   
A

dxf . 

Доказательство. Зафиксируем 0  . Сначала докажем утверждение теоремы для 

простой функции: 





1k kAX  (все kA  – измеримые),    





1k Ak xfxf
k

 . В силу 

интегрируемости  xf  N :   2/
1

 


Nk kk Af . Далее,  A  

       
2

max
2 1

11





 








 AfAAfAAfdxf k
Nk

N

k

kk

k

kk

A

 , 

и осталось положить  k
Nk

f



1
max2/ . 

 В общем случае, в силу равномерной сходимости существует простая функция  xg : 

      Xxgxf  2/ , Xx , поэтому 

 
  







   22

A
X

gddgffd
AAA

. 

 Теорема доказана. 

 Теорема (сигма-аддитивность интеграла Лебега). Если  xf  интегрируема на X , 







1k kAX , все kA , то 
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 





1k AX k

fdfd  . 

Доказательство. Зафиксируем 0  . Выберем 0  по предыдущей теореме. 

Представим X  в виде  
N

k Nk RAX
1

 ,  где 





1Nk kN AR ,      


 1Nk kN AR . В 

силу предыдущей теоремы 

   


Nk R

N

k AX

fdfdfd
1

, 

что и требовалось доказать. 

 Справедливо и обратное утверждение. 

 Теорема. Если  xf  задана на X , 





1k kAX , все kA ,  xf  интегрируема на 

каждом kA  и  


1k Ak

df  , то  xf  интегрируема на X . 

 Доказательство. Сначала докажем для простой функции. Пусть    





1j Bj xfxf
j

 , 







1j jBX , все jB , тогда 

       





1j

jkj

X

k

A

BAfdAxfdxf

k

 . 

Так как  xf  интегрируема на kA , то   


1j jkj BAf   и 

    










 11 1 k Ak j jkj
k

dfBAf   , следовательно, 

     










 11 1 j jjj k jkj BfBAf   , что и требовалось доказать. 

 Рассмотрим теперь общий случай. Существует простая функция  xg :     1 xgxf . 

В силу оценки     1 xgxf  достаточно доказать интегрируемость  xg . Так как 

    1 xfxg , то     







Xdfdg

k Ak A kk


11

. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000059 

§ 4. Предельный переход под знаком интеграла Лебега 

 Теорема. Пусть ffn



  и каждая nf  интегрируема на X , тогда f  интегрируема на 

X  и 

 


XX

n
n

fddf lim . 

 Доказательство. Так как все nf  измеримы, то f  измерима. Так как  ffn  

начиная с некоторого номера, то f  интегрируема в силу оценки  nff  и 
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 Xdfffddf
X

n

XX

n    . 

 Теорема доказана. 

 Замечание. Если равномерной сходимости нет, то переходить к пределу под знаком 

интеграла, вообще говоря, нельзя, как показывает следующий пример. 

Пример*.  1,0X ,  
















.1/1,0

,/10,

,0,0

xn

nxn

x

xfn    0xfn ,   1
X

n dxxf . 

 Теорема Лебега (о предельном переходе под знаком интеграла). Пусть ffn   

(сходится по мере), каждая nf  измерима на X  и существует интегрируемая  xF  такая, что 

   xFxfn   N n  п.в. на X , тогда все nf   и f  интегрируемы на X  и 

 


XX

n
n

fddf lim . 

 Доказательство. Интегрируемость nf  вытекает из ее измеримости и оценки Ffn  . 

Далее, из сходимости по мере вытекает, что существует подпоследовательность ff
kn   п.в. 

на X , откуда следует измеримость f . Переходя в неравенстве Ff
kn   к пределу, получаем 

оценку Ff  , из которой следует интегрируемость f . 

 Оценим разность интегралов: 0   

     

 XFddffdffdfffddf
ffff

n

ff

n

X

n

XX

n

nnn




 


2 . 

Осталось заметить, что   0  ffn , стало быть, в силу абсолютной непрерывности 

интеграла Лебега 
 

02   


ffn

Fd . Теорема доказана. 

 Следствие. Так как из сходимости п.в. вытекает сходимость по мере, то утверждение 

теоремы останется справедливым, если вместо сходимости по мере потребовать сходимости 

п.в. 

 Замечание. Это обобщение будет удобно в случае   X . 

 Теорема Леви. Пусть   xfn  – последовательность интегрируемых на X  функций, 

   xfxf nn 1  N n  п.в. на X  и C : Cdf
X

n    N n . Обозначим через 

   xfxf n
n 

 lim  (конечный или бесконечный). Тогда f  интегрируема на X , Cfd
X

   и 

 


XX

n
n

fddf lim . 

 Доказательство. Основное – доказать интегрируемость f  (остальное легко вытекает 

из теоремы Лебега). Не ограничивая общности, считаем, что 0nf . Пусть   f . 
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Покажем, что   0 . Пусть  Mfn

M

n  , тогда M

n

M

n 1  и M

n
nn

M

n

M 





lim

1 . 

Следовательно,    M

n
n

M 

 lim . В силу неравенства Чебышёва 

  MCMdf
X

n

M

n //    , поэтому   MCM / . 

 Покажем, что M  N M . В самом деле, пусть x , тогда   xfn , 

поэтому   Mxfn   начиная с некоторого номера, стало быть, M

nx   начиная с некоторого 

номера, стало быть, Mx  . Следовательно,     MCM /   N M , откуда и 

вытекает равенство   0 . 

 

Аудиофайл: Z0000060 

 Представим X  в виде  


0k kAX , где  1 kfkAk  – измеримые 

множества. Рассмотрим простую функцию      





0
1

k kAkxg  . Так как    xgxf  , то 

для доказательства интегрируемости f  достаточно доказать, что 

         







XAkAk

k kk k 
00

1 . Рассмотрим множество 
m

k km AB
0

 . На этом 

множестве все nf   и f  ограничены константой  1m , поэтому в силу теоремы Лебега 

возможен предельный переход под знаком интеграла: 

   



m

k

k

m

k A

m

k A

n

B

n AkfddfdfC

kkm
000

 , 

откуда и следует сходимость ряда  


0k kAk . Теорема доказана. 

 Следствие. Если   xuk  – последовательность неотрицательных интегрируемых на X  

функций и  


1k X
kdu  , то функция    






1k k xuxF  интегрируема на X  и 







1k X

k

X

duFd  . 

 Теорема Фату. Пусть   xfk  – последовательность неотрицательных интегрируемых 

на X  функций, C : Cdf
X

k    N k . Обозначим через    xfxf k
k 

 lim  (поточечный 

предел). Тогда f  интегрируема на X  и Cfd
X

  . 

 Доказательство. Рассмотрим последовательность функций    xfxF k
nk

n


 inf . Она 

удовлетворяет всем условиям теоремы Леви, поэтому    xFxF n
n 

 lim  интегрируема и 

CFd
X

  ; но    xfxF  . Теорема доказана. 

 Пример* иллюстрирует теорему Фату.  
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Аудиофайлы: Z0000061, Z0000062 

§ 5. Случай   X  

Рассмотрим теперь случай   X . 

Определение. Мера   называется  -конечной, если 





1k kXX , где kX  измеримо 

и   kX , ...,2,1k . 

Пусть, кроме того, мера    -конечна и задана  -алгебра  . 

Определение. Множество XA  называется измеримым, если kXA  измеримо, 

...,2,1k ; в этом случае    





1k kXAA  . 

Замечание. Эта сумма может быть и бесконечной. 

Результаты предыдущих параграфов естественным образом обобщаются на этот 

случай. Теорема Лебега о предельном переходе под знаком интеграла допускает обобщение 

только в случае поточечной сходимости п.в., но не в случае сходимости по мере. 

 

§ 6. Сравнение интегралов Римана и Лебега 

Будем рассматривать только одномерный случай. Мера – обычная мера Лебега на 

прямой. 

 Теорема. Пусть функция  xf  интегрируема по Риману на отрезке  ba, . Тогда она 

интегрируема и по Лебегу на этом отрезке, причем интегралы равны: 

     

b

a

b

a

fdxRfdxL . 

 Замечание. Так как интеграл Римана понимается в собственном смысле, то из 

интегрируемости по Риману вытекает ограниченность функции  xf , а из утверждения 

теоремы – измеримость этой функции. 

 Доказательство. Положим   n

k

n

k kabaxx 2/ , nk 2,...,1,0 ; 

 
 xfM

kk xx
k

1,

sup


 , 
 

 xfm
kk xx

k
1,

inf


 , 







12

02

n

k

knn M
ab

S , 







12

02

n

k

knn m
ab

s . 

Так как  xf  интегрируема по Риману, то 0 nn sS  и 

  


b

a

n
n

n
n

fdxRsS limlim . 

 Определим простые функции 

    





12

0

1,

n

k

kkkn xxMxf  ,     





12

0

1,

n

k

kkkn
xxmxf  . 

 Очевидно, 
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  n

b

a

n SdxfL  ,   n

b

a
n

sdxfL  . 

Так как 
1 nn ff , 

1


nn
ff , то существуют  

n
n

ff


 lim , 
nn

ff


 lim . 

Так как nn
fff  , то fff  . Кроме того, 

  const
b

a

ndxfL ,   const
b

a
n
dxfL . 

Следовательно, по теореме Леви функции f  и f  интегрируемы и 

  


b

a

n
n

n
n

dxfLS limlim ,   


b

a
nn

n
n

dxfLs limlim . 

 Отсюда вытекает, что fff   п.в., интегрируемость f  и равенство интегралов 

Римана и Лебега. Теорема доказана. 

 Замечание. В случае несобственного интеграла это уже не так, вообще говоря: 

интеграл 

 







1

0

1
sin

1
dx

xx
 

существует как несобственный в смысле Римана, но не существует как интеграл Лебега. 

 Докажем теперь критерий интегрируемости по Риману. 

 Теорема (критерий интегрируемости по Риману). Ограниченная функция 

интегрируема по Риману на отрезке тогда и только тогда, когда она п.в. непрерывна. 

 Доказательство. Пусть функция  xf  задана и ограничена на отрезке  ba, .  

  Пусть  xf  интегрируема по Риману, тогда положим 

   ...,2,1,12,...,0|  nkxffE nn

k  

(см. предыдущую теорему). В силу предыдущей теоремы   0E . Докажем, что  xf  

непрерывна на множестве   Eba \, . Пусть   Ebax \,0  , тогда 0x  – внутренняя точка любого 

разбиения и    00 xfxf  . Следовательно, 

   00 limlim xfxf
nn

n
n 

    0



n

n

k

n

k mM . 

Но тогда 0   n :  n

k

n

k mM , 12,...,0  nk . Рассмотрим разбиение, отвечающее 

этому n . Точка 0x  принадлежит одному из интервалов этого разбиения, а значит, существует 

 -окрестность точки 0x , в которой колебание функции  xf  меньше   (в качестве   можно 

взять расстояние от 0x  до ближайшей точки разбиения), а это и означает, что функция  xf  

непрерывна в точке 0x . 
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  Пусть E  – множество точек разрыва функции  xf ,   0E . Обозначим 

 ...,2,1,12,...,0|
~

 nkxEE nn

k . 

Достаточно показать, что 

nn
n

n
ff


 limlim  п.в. 

– тогда можно будет перейти к пределу под знаком интеграла (эти последовательности 

монотонные и интегралы от них ограничены), так что предельная функция будет 

интегрируема. 

 Пусть   Ebax
~

\,0  . В силу непрерывности 0   0 :    00 , xxx   

     0xfxf . Отсюда вытекает, что начиная с некоторого номера     200  xfxf
nn , 

что и требовалось доказать. Теорема доказана. 

 Пример. Функция, не эквивалентная никакой непрерывной функции, не 

интегрируемая по Риману, но интегрируемая по Лебегу: «гребенка Кантора».  

 

Аудиофайл: Z0000063 

§ 7. Пространства суммируемых функций 

Пространство  1,0L . 

Считаем, что  1,0X  (или  1,0X ),   – сигма-алгебра измеримых множеств,   – 

сигма-аддитивная мера. 

 Определение.  1,0L  (или  1,01L ) – линейное пространство функций, интегрируемых 

по Лебегу на  1,0 , с нормой 


X

dff  . 

 Легко убедиться, что это действительно норма (эквивалентные функции 

отождествляются). 

Полнота пространства  1,0L . 

 Теорема.  1,0L  – полное пространство. 

 Доказательство. Пусть  nf  – фундаментальная последовательность: 0
, 

nm

nm ff . 

Выберем из нее подпоследовательность  
knf : 

k

nn kk
ff 


2

1
. Пусть 

1121
...




kk nnnnnk fffffS , тогда  kS  – это монотонно неубывающая 

последовательность неотрицательных интегрируемых функций, причем 

 
X

n
X

k dfCdS 
1

1 . По следствию из теоремы Леви п.в. существует 

   xSxF kk  lim  – интегрируемая функция. Так как    
1121

...



kkk nnnnnn ffffff , 

то п.в. существует    xfxf
knk  lim  (из сходимости ряда из модулей следует сходимость 
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самого ряда). Кроме того, Ff
kn  , Ff  , поэтому по теореме Лебега 

0 X nn dffff
kk

  ( Fff
kn 2 ). Стало быть, и вся последовательность  nf  

сходится к f . Единственность предела очевидна. Теорема доказана. 

 Аппроксимация в интегральной метрике. 

 Лемма 1. Если f  интегрируема, то существует последовательность простых функций 

 nf : 0 ffn
. 

 Достаточно заметить, что если f  неотрицательна, то в качестве  nf  можно брать 

интегральные суммы из вышеприведенных построений. Произвольную функцию можно 

представить в виде разности двух неотрицательных. 

 Лемма 2. Если f  интегрируема, то существует последовательность простых функций 

с конечным числом значений  nf : 0 ffn
. 

 Достаточно заметить, что простую функцию можно приблизить простой функцией с 

конечным числом значений, отбросив остаток ряда, представляющего эту функцию.  

 Теорема. Если мера порождена длиной ( dxd  ), f  интегрируема, то 0   

 1,0C :  f . 

 Доказательство. Достаточно аппроксимировать непрерывной функцией 

характеристическую функцию (индикатор) измеримого множества. Измеримое множество, в 

свою очередь, с любой точностью можно приблизить открытым (разность индикаторов, 

очевидно, при этом также будет мала в интегральной метрике), открытое – конечным 

набором интервалов, а индикатор интервала – непрерывной функцией типа «трапеции». 

Теорема доказана. 

 Теорема (о непрерывности в интегральной метрике). Если мера порождена длиной 

( dxd  ), f  интегрируема, то 0   0 :  :   

    
X

dxxfxf  

(функцию f  доопределяем нулем вне  1,0 ). 

Приблизим функцию f  непрерывной функцией на сегменте  2,1  и воспользуемся 

тем, что непрерывная функция на сегменте равномерно непрерывна. 

 

§ 8. Пространство  ,XLp  

 Определение.  ,XLp   – линейное пространство функций, для которых существует 

интеграл 


X

p
df  , 
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с нормой 

p

X

p

p
dff

/1














   . 

 Замечание. Далее пишем просто  XLp . 

 Теорема. 
p

f  – норма при  p1 . 

 Доказательство. Свойства 1 и 2 нормы очевидны. Докажем свойство 3. Определим q  

соотношением 

1
11


qp
.  

Неравенство Юнга: если 0, ba , то 

q

b

p

a
ab

qp

 . 

 Достаточно найти площади фигур под и над графиком функции 1 pxy  на отрезках 

 ax ,0  и  by ,0  соответственно. 

 Неравенство Гельдера: если  XLf p ,  XLg q , то  XLfg , причем 

qp
gffg 

1
. 

 Достаточно применить неравенство Юнга к функциям 
p

ff /  и 
q

gg /  и 

проинтегрировать. 

 Замечание 1. Неравенство превращается в равенство тогда и только тогда, когда 

gCf
p


1

 п.в. 

 Замечание 2. При 2p  неравенство Гельдера переходит в неравенство Коши-

Буняковского-Шварца. 

 

Аудиофайлы: Z0000064, Z0000065 

 Неравенство Минковского: если  XLgf p, , то  XLgf p , причем 

ppp
gfgf  . 

 Свойство  XLgf p  вытекает из неравенства  pppp
gfgf  2 , а 

неравенство Минковского – из оценки (используем неравенство Гельдера) 

 
q

X

p

pp

X

p

X

pp

p
dgfgfdggfdfgfgf

/1

11














 


 . 

 Замечание. Легко видеть, что неравенство превращается в равенство тогда и только 

тогда, когда Cgf   п.в. 

 Теорема доказана. 
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 Замечание. Аналогичные неравенства справедливы и для сумм. 

Полнота пространства  XLp . 

 Теорема.  XLp   – полное пространство. 

 Доказательство. Пусть  nf  – фундаментальная последовательность в  XLp . 

Сначала предположим, что   X . Из неравенства 

 Xfddfdff q

p

q

X

p

X

p

X

/1

/1/1

1
1  



























   

вытекает вложение    XLXLp  , поэтому  nf  будет фундаментальна и в  XL . 

Следовательно (см. доказательство полноты  XL ), существует подпоследовательность 

 
knf : ff

kn   п.в. Обозначим 
knk f . Последовательность  k  фундаментальна в  XLp , 

поэтому 0   N : Nk  , N m     pmkk , т.е. 

p

X

p

mkk d    . 

Так как 
p

k

p

mkk f    п.в. при m  и неотрицательна, то по теореме Фату 

p

k f  интегрируема и 

p

X

p

k df   . 

Отсюда вытекает, что    XLff pkk    и 0
pk f , следовательно, 0

pn ff . 

Теперь рассмотрим случай   X . Построим подпоследовательность, сходящуюся 

п.в. Так как 





1k kXX , где kX  измеримо и   kX , ...,2,1k , то выберем 

подпоследовательность ...,,...,, 11211 nfff , сходящуюся п.в. в 
1X . Из этой 

подпоследовательности, в свою очередь, выберем подпоследовательность ...,,...,, 22221 nfff , 

сходящуюся п.в. в 
2X , и т.д. Заметим теперь, что диагональная подпоследовательность 

...,,...,, 2211 nnfff  сходится п.в. в X , поэтому ее предел и будет искомой функцией. Теорема 

доказана. 

 Аппроксимация в интегральной метрике. 

 Лемма 1. Если  XLf p , то существует последовательность простых функций 

 XLf pn  : 0
pn ff . 

 Доказывается аналогично случаю  XL . 

 Лемма 2. Если  XLf p , то существует последовательность простых функций с 

конечным числом значений  XLf pn  : 0
pn ff . 

 Как и в случае  XL , достаточно заметить, что простую функцию можно приблизить 
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простой функцией с конечным числом значений, отбросив остаток ряда, представляющего 

эту функцию.  

 Теорема. Если  DLf p , D  – ограниченное замкнутое множество, мера порождена 

объемом, то  Dfn C : 0
pn ff . 

 Доказательство. Достаточно аппроксимировать непрерывной функцией 

характеристическую функцию (индикатор) измеримого множества. Измеримое множество, в 

свою очередь, с любой точностью можно приблизить конечным объединением замкнутых 

множеств. 

 Итак, достаточно доказать утверждение теоремы для характеристической функции 

 xF  ограниченного замкнутого множества F . Положим     Fxndxfn ,1/1  , где 

   yxdFxd Fy ,inf,   – расстояние между точкой Dx  и множеством F . В силу 

замкнутости F  это расстояние достигается, поэтому    xxf Fn  . Так как 

    1,0  xxf Fn  , то     pp

Fn xxf 2  , поэтому по теореме Лебега 0
pFnf  . 

 Осталось доказать непрерывность  Fxd , . В силу неравенства треугольника 

     yzdzxdyxd ,,,   zyx ,, . Положим в этом неравенстве yy ~ , где 

   yzdFzdy ~,,:~   (т.е. берем инфинум правой части по y ), тогда      Fzdzxdyxd ,,~,  . 

Но тогда и      FzdzxdFxd ,,,  . Следовательно,      zxdFzdFxd ,,,  . Меняя 

аргументы местами, получаем требуемое неравенство      zxdFzdFxd ,,,  . Теорема 

доказана. 

 

Аудиофайлы: Z0000066, Z0000067 

 Теорема (о непрерывности в интегральной метрике). Если мера порождена длиной 

( dxd  ),  DLf p , то 0   0 :  :   

        












 

p

D

p

p
dxxfxfxfxf

/1

 

(функцию f  доопределяем нулем вне D ). 

 Доказательство. Вначале предположим, что D  – ограниченное множество: 

 RBD ,0  (шар радиуса R  с центром в начале координат). Приблизим в замкнутом шаре 

 1,0 RB  функцию f  непрерывной функцией   с точностью   в интегральной метрике: 

 
p

f . Полагаем  1 , тогда в силу равномерной непрерывности 0 :  : 

       
p

xx , поэтому 

                 3
pppp

xfxxxxxfxfxf . 
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 В общем случае, когда D  неограниченное, приближаем его шаром достаточно 

большого радиуса, чтобы интеграл по остатку был мал. Теорема доказана.  

 

§ 9. Пространство pl  

 Определение. pl   – линейное пространство бесконечных последовательностей вида 

 ...,,...,, 21 nxxxx  , для которых  




1n

p

nx , 

с нормой 

p

n

p

nl
xx

p

/1

1









 





. 

 Докажите самостоятельно, что 
pl
 – норма при  p1  и что пространство pl  

полное. Всюду плотное множество при  p1  в этом пространстве образуют 

конечномерные векторы  ...,0,0,,...,, 21 nxxx . 

 

§ 10. Заряды 

Понятие заряда обобщает понятие меры. Мера неотрицательна и счетно-аддитивна, в 

случае заряда первое требование снимается. 

Пусть X  – пространство,   – сигма-алгебра множеств. 

Определение. Отображение R :  называется зарядом, если оно счетно-

аддитивно, т.е. 

 


















11 k

k

k

k AA  

для любого набора попарно непересекающихся множеств kA . 

 Для корректности определения необходимо, чтобы ряд в правой части этого равенства 

сходился абсолютно. 

 Пример («путеводная звезда»). Пусть   – сигма-аддитивная мера, f  – интегрируемая 

на X  функция (произвольного знака), тогда определим заряд 

  
A

fdA   

для любого измеримого множества XA  (это заряд в силу счетной аддитивности интеграла 

Лебега). 

Пусть  0 fX ,  0 fX , 

  




AX

fdA



 , 

тогда 
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     AAA    . 

 Очевидно,  A  – сигма-аддитивные меры. Таким образом, заряд представлен в виде 

разности двух мер. Заметим, что в определении множеств X  есть неопределенность: 

подмножество  0f  можно отнести к любому из них (или распределить между ними). 

 Определение. Множество A  называется положительным (отрицательным) 

относительно заряда  , если AB  , B    0 B  (   0 B ). 

 Лемма.  A  

  


B
AB

sup . 

 Доказательство. От противного. Для удобства обозначим 

   BA
AB




sup . 

Пусть  A  такое, что    A , тогда построим последовательность множеств 

следующим образом: AA 1
, 

11 AB  :   11  B ,     111  AB  (это возможно, поскольку 

 A  фиксировано, а  B  может быть сколь угодно велико). Далее, если    1B , то 

берем 
12 BA  , а если    1B , то берем 

112 \ BAA  . Очевидно, в обоих случаях 

   2A . Кроме того, в первом случае     112  BA  и во втором случае 

      1112  BAA , т.е. в обоих случаях   12  A . Далее, 
22 AB  :   22  B , 

    222  AB , и т.д. В итоге получается последовательность вложенных множеств: 

...21  AA ,    nA ,   1 nAn . 

Положим 


 1

~
n nAA . С одной стороны,  A

~
  конечен, а с другой, он равен пределу 

 nA  – противоречие. Лемма доказана. 

 Теорема Жордана о разложении заряда. Если   – заряд, то существуют такие 

множества 
X  и 

X , что  XX  ,   XXX , 
X  положительно относительно 

заряда  , 
X отрицательно относительно заряда  . 

 Доказательство. В два шага. 

 Первый шаг. Докажем, что если A ,   0 A , то существует отрицательное 

множество AA 
~

:    AA 
~

. Обозначим  

   BAS
AB




sup . 

Положим AA 1 . Если   01  AS , то 1A  отрицательное, тогда 1

~
AA  , и все доказано; иначе 

  01  AS . В силу леммы  1AS  конечно. Но тогда 11 AB  :      2/111  ASB , 

  01  B . Положим 1112 \ ABAA  :         1112 ABAA  . Если   02  AS , то все 
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доказано, иначе 
22 AB  :      4/122  ASB ,   02  B , и т.д. Если процесс бесконечен, 

то положим 





1

~
n nAA . Докажем от противного, что A

~
 – отрицательное. В самом деле, 

если AB
~

 :   0 B , то N :   NB  2 . Рассмотрим множество NB . Так как 1 NN AB , 

а 





1n nAB , то BBN  . Следовательно, 

           N

NN

NNNN ASASBBBBBB   22 , 

но NN ABB  , так что    NN ASBB    – противоречие. Первый шаг закончен. 

 Второй шаг. Обозначим 

 Am
XA



inf . 

В силу леммы m  конечно. Если 0m , то  XX , и теорема доказана. Если 0m , то 

 nA :   mAn  . Не ограничивая общности, считаем, что   0 nA  (последовательность 

всегда можно проредить). В силу первого шага  nA
~

 : 
nn AA 

~
, 

nA
~

 отрицательны и 

   nn AA 
~

. Так как, очевидно,   mAn 
~

, то   mAn 
~

. Положим 




 
1

~
n nAX . Легко 

видеть, что   mX   . Покажем от противного, что   XXX \  – положительное. Пусть 

 XA :   0 A . В силу первого шага существует отрицательное множество AA 
~

: 

   AA 
~

. Так как  XA
~

, то  AX
~

 , поэтому 

          mXAXAXAX   ~~~
  

– противоречие. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000091 

Следствие. Если   – заряд, заданный на  , то существуют такие меры  , что 

     AAA      A . 

 Доказательство.  XXX  ,      XAA   (берем либо верхний, либо нижний 

знак). 

 

§ 11. Теорема Радона-Никодима 

Пусть  ,   – сигма-аддитивные меры, определенные на общей сигма-алгебре  . 

Существует ли функция f  такая, что    A
fdA  ? В общем случае – нет:   – индикатор 

множества, dxd  . Устремляя длину отрезка к нулю, приходим к противоречию. 

 Теорема Радона-Никодима. Если мера   абсолютно непрерывна относительно меры 

 , то существует функция f  такая, что    A
fdA    A . 

 Доказательство. Сначала докажем лемму. 
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 Лемма. Пусть, в дополнение к условиям теоремы,   0X , тогда 0,  A : 

  0A  и AB  , B     BB   . 

Доказательство леммы. Рассмотрим заряды nn /  . По теореме Жордана 

 nn XXX  . Заметим, что 

  nn XX 1 : в самом деле, пусть 

 1nXA , тогда 

   
 

 
 

  0
1

1 


  A
n

A
A

n

A
AA nn





 , 

стало быть,  nXA . Положим 





1

~
n nXX . Так как   0 

nn X , то 

      0// 1   nXnXX nn  , следовательно,   0

nX , так что   0
~

X . 

Представив множество X  в виде 

         












 
111

~
\

~
\

~~
\

~
n nn nn n XXXXXXXXXXXX , 

получим, что        








 
11

~
0

n nn n XXXX  . Следовательно, m :   0

mX . В 

силу абсолютной непрерывности   0

mX . Положим  mXA , m/1 . Очевидно, 

 mXB        0/  mBBBm  , т.е.    BB   . Лемма доказана. 

Приступим к доказательству теоремы. Рассмотрим класс функций 

    AAfdXfffH
A

,,0| мерепонамаинтегрируе . Этот класс непуст: 

Hf  0 . Рассмотрим интеграл Hffd
X

 , . Так как он не превосходит  X , то 

существует 

 XfdM
X

Hf

  


sup . 

Рассмотрим последовательность Hfn  : Mdf
X

n   . На множестве  nf  (оно имеет 

меру нуль и роли не играет) переопределим функцию nf  нулем. Обозначим 

 nn fffF ,...,,max 21 . Очевидно, nn FF 1  и nn fF  , поэтому, если HFn  , то 

MdF
X

n   . 

 Докажем, что HFn  . Пусть A . Введем следующие подмножества множества A : 

        nkxfxFxfxFAxA knnn ,...,3,2,,| 11  , 

        nkxfxFxfxFAxA knnn ,...,4,3,,| 22  , … . 

 По построению 
n

k knAA
1

 . Все эти подмножества, очевидно, измеримы. Из оценки 

   AAdfdFdF
n

k

kn

n

k A

k

n

k A

n

A

n

knkn

    
 111

 

вытекает, что HFn  , так что MdF
X

n   . По теореме Леви ( nF , MdF
X

n   ) fFn  , 

Hf  , Mfd
X

  . 
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 Определим теперь для найденной функции f  меру     
A

fdAA   (легко 

убедиться, что это действительно мера). Если 0 , то    A
fdA   и все доказано. 

Докажем, что случай 0  (т.е.   0 X ) невозможен. В самом деле, в этом случае (мера 

  абсолютно непрерывна относительно меры   и   0 X ) в силу леммы 0,  A : 

  0 A  и AB  , B     BB  . Рассмотрим функцию      xxfxF A  

(заметим, что   0A ). Докажем, что HF  . Действительно, для любого множества C  

        AC
CCCC

fdACfdACfdACfdFd


   

       CACACACfd
AC

    \
\

, 

а это и означает, что HF  . Но тогда 

    MAMAfdFd
XX

    

– противоречие. Теорема доказана. 

Пример. Формула Ньютона-Лейбница. Пусть dxd   (одномерный случай),  xF  – 

неубывающая абсолютно непрерывная функция. Эта функция порождает меру: 

      aFbFbaF , . Ранее было доказано, что в этом случае мера 
F  абсолютно 

непрерывна относительно меры  . Тогда по теореме Радона-Никодима существует функция 

f  такая, что     
  ba

F dxxfba
,

, . Таким образом,      
 

ba
dxxfaFbF

,
, что 

напоминает формулу Ньютона-Лейбница. Если дополнительно потребовать непрерывности 

функции f , то это будет формула Ньютона-Лейбница (интеграл Лебега переходит в 

интеграл Римана). 

Рассмотренный пример дает идею следующего определения. 

Определение. Функцию f  из формулировки теоремы Радона-Никодима называют 

производной Радона-Никодима. Обозначение: 





d

d
f  . 

Теорема о замене переменной. Пусть мера   абсолютно непрерывна относительно 

меры  ,  dd /  – производная Радона-Никодима и функция f  интегрируема по мере 

 . Тогда f  интегрируема по мере   и  
XX

fddf  . 

Доказательство. Сначала возьмем в качестве f  характеристическую функцию 

множества: Af  . В этом случае мы получаем утверждение теоремы Радона-Никодима: 

 
AX

A
X

dddf  ,  Adfd
X

A
X

   ,   Ad
A

  . Следовательно, теорема о 

замене переменной верна и для любой простой функции с конечным числом значений. 
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Далее, не ограничивая общности, можно считать, что 0f  (иначе 
  fff ). 

Аппроксимируем f  простой функцией с конечным числом значений. Положим 

  nn

kn kfkA 2/12/  ,  





1
2/

k A

n

n kn
kf  ,  nn fnf ,min

~
  (срезка) – простая функция с 

конечным числом значений. Ясно, что ffn 
~

 и ffn 
~

. 

Так как  ffn 
~

 и  ffn 
~

, то по теореме Лебега  
XX

n dfdf 
~

. Кроме того, 

так как  
XX

n
X

n dfdfdf 
~~

, nf
~

 и ffn 
~

, то по теореме Леви f  интегрируема и 

 
XX

n fddf 
~

.  Переходя к пределу в равенстве  
X

n
X

n dfdf 
~~

, получаем требуемое 

равенство. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000092 

§ 12. Теорема Фубини 

Пусть 
nX R , mY R  – два пространства («оси»), YXZ  . 

Лемма. Если 
XP  и 

YP  – полукольца, то 
YXZ PPP   – полукольцо. 

Достаточно заметить, что если Xi PA  , Yi PB  , iii BAD  , 2,1i , то 

        ZPBBAABABADD  2121221121   

и при 
21 DD   

         112212112212 \\\\ ABBBAABABADD    

(иллюстрируется прямоугольниками на плоскости). 

Введем меру:      BAD YXZ   , где 
XPA , 

YPB , 
ZPBAD  . 

Заметим, что мера представима в виде 

   
X

XxYZ dDD  , 

где   DyxYyDx  ,|  – сечение ( x  – фиксированное). 

 Теорема. Если 
YX  ,  – сигма-аддитивные меры на 

YX PP ,  соответственно, то 
Z  – 

сигма-аддитивная мера на ZP . 

 Доказательство. Пусть 





1k kDD , все Zk PD  . Докажем, что    





1k kZZ DD  . 

Воспользуемся равенством 

   
X

XxYZ dDD  . 

Так как 





1k kxx DD , то    





1k kxYxY DD  . Так как 

   DdD Z

X

X

n

k kxY   1
, 

то этот (знакопостоянный) ряд можно интегрировать ряд почленно по теореме Леви, откуда 
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и следует требуемое равенство. Теорема доказана. 

 Так как мера 
Z  сигма-аддитивна, то ее можно продолжить на минимальное кольцо, а 

затем продолжить по Лебегу. Обозначим 
YXZ   . Заметим, что такое произведение 

мер коммутативно и ассоциативно. 

 Предварительно докажем одну лемму общего характера. Буквой B  (с возможными 

индексами) будем обозначать элементарные множества. 

 Лемма. Пусть   – мера Лебега, множество C  измеримо относительно этой меры, 

тогда существует множество CD :    DC   , 





1n nCD , 1 nn CC , 





1k knn BC , 

nkkn BB ,1 . 

 Доказательство. Так как 

     





 
1

inf
k

k
BC

BCC
k k




, 

то n knB , ...,2,1k : 







1k

knBC ,      
n

CBC
k

kn

1

1






 . 

Положим 
m

k knmn BB
1

~


 , 





1

~
m mnn BC ,тогда, очевидно, nmmn BB ,1

~~
  и CBC

k knn 


 1
, 

поэтому       nCCC n /1  . Положим теперь 
n

k kn CC
1

~


 , 





1

~
n nCD , тогда 

1

~~
 nn CC  и       nCDC /1  , откуда и вытекает равенство    DC   . 

 Замечание (аудиофайл Z0000095). Убедимся, что 
nC

~
 есть объединение возрастающих 

элементарных множеств:   


 






1 11 11

~~~
m

n

k mk

n

k m mk

n

k kn BBCC , т.е. 





1

ˆ~
m mnn BC , где 


n

k mkmn BB
1

~ˆ


 . Так как kmmk BB ,1

~~
 , то nmmn BB ,1

ˆˆ
 , что и требовалось доказать. 

Лемма доказана. 

 Докажем теперь основное утверждение параграфа. 

 Теорема. Пусть множество C  измеримо относительно меры YXZ   , тогда для 

п.в. x  сечение xC  измеримо относительно меры Y , функция  xY C  (существующая п.в.) 

интегрируема по мере X  и  

   
X

XxYZ dCC  . 

 Доказательство. Формула была ранее доказана для полукольца, значит, она 

справедлива и для любого элементарного множества. Требуется распространить эту формулу 

на случай произвольного измеримого множества. Распространим ее вначале на множества, 

фигурировавшие в лемме, т.е. на счетные объединения и счетные пересечения монотонных 

последовательностей элементарных множеств. 
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1. Пусть 





1k kBD , 1 kk BB  – элементарные, тогда в силу лебеговости меры 

   kZ
k

Z BD 


 lim . 

Далее,  

   
X

XkxYkZ dBB  . 

Так как 





1k kxx BD , xkkx BB ,1  – элементарные, то 

   kxy
k

xY BD 


 lim . 

Следовательно, 

  const
X

XkxY dB  . 

Таким образом, по теореме Леви функция  xY D  измерима и в формуле 

   
X

XkxYkZ dBB   

можно перейти к пределу под знаком интеграла: 

   
X

XxYZ dDD  , 

что и требовалось доказать. 

2. Случай 





1n nCD , 1 nn CC , рассматривается аналогично. 

3. Теперь распространим формулу на множества нулевой меры. Пусть   0CZ , 

тогда по лемме существует множество CD :     0 DC ZZ  , для которого справедлива 

формула 

   
X

XxYZ dDD  , 

откуда следует, что   0xY D  для п.в. x . Так как xx DC  , то   0xY C  для п.в. x . Но 

тогда 

  0
X

XxY dC  , 

что и требовалось доказать. 

4. Рассмотрим теперь произвольное измеримое множество C . По лемме существует 

множество CD :    DC ZZ   , для которого формула справедлива. Обозначим CDE \ , 

  0EZ . Множество xD  измеримо для всех x , множество xE  измеримо для п.в. x , 

поэтому множество xC  измеримо для п.в. x  и    xYxY CD    для п.в. x . Следовательно, 

        
X

XxY

X

XxYZZ dCdDDC  . 

 Теорема доказана. 

 Следствие. Пусть функция   0xf , измерима и интегрируема на X , 
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    XxxfyyxC  ,0|,  (криволинейная трапеция), тогда 

   
X

XZ dxfC  . 

 Теорема Фубини. I. Пусть функция  yxf ,  интегрируема по 
Z  на Z , тогда для п.в. 

x  функция  yxf ,  интегрируема по 
Y , функция 

   
Y

YdyxfxI ,  

интегрируема по 
X  и справедливо равенство 

    
X

X

Z

Z dxIdyxf , . 

Поменяв местами x  и y  в утверждении теоремы, получим равенство двойного интеграла 

другому повторному интегралу и, как следствие, равенство повторных интегралов. 

II. Если   0, yxf  и существует повторный интеграл, то существует и двойной 

интеграл и повторные интегралы равны. 

 

Аудиофайл: Z0000093 

 Доказательство. I. Не ограничивая общности, полагаем 0f . Рассмотрим трапецию 

      YXyxtyxftyxC  ,,,0|,, , тогда по теореме сечение xC  измеримо и  

      
X

XxtYtYX dCC  . 

 С другой стороны, в силу следствия 

      



YX

YXtYX dyxfC  , . 

 Но, также в силу следствия, 

    
Y

YxtY dyxfC  , , 

откуда и вытекает равенство двойного и повторного интегралов. Меняя местами x  и y , 

получаем равенство двойного и другого повторного интегралов. 

 II. Пусть 0f  и повторный интеграл 

  
X

X

Y

Y ddyxf ,  

существует. Рассмотрим последовательность функций 










.,0

,,

nf

nff
fn  

Очевидно, 1 nn ff  и каждая nf  ограничена и измерима. Следовательно, nf  интегрируема по 

мере YX   . В силу I 

       
 X

X

Y

Yn

YX

YXn ddyxfdyxf  ,, . 
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Но 

      
X

X

Y

Y

X

X

Y

Yn ddyxfddyxf  ,, . 

По теореме Лебега 

      
X

X

Y

Y

X

X

Y

Yn ddyxfddyxf  ,, . 

 Далее, так как последовательность интегралов 

   



YX

YXn dyxf ,  

монотонна и ограничена, то последовательность nf  удовлетворяет всем условиям теоремы 

Леви, поэтому f  интегрируема и 

       



YX

YX

YX

YXn dyxfdyxf  ,, . 

Переходя в равенстве 

       
 X

X

Y

Yn

YX

YXn ddyxfdyxf  ,,  

к пределу, получаем требуемое. Теорема доказана. 

 Примеры. 

1.    













.0,0

,0,
,

22222

yx

yxyxxy
yxf  1,1  yx . 

Повторные интегралы существуют и равны нулю. Функция не интегрируема. 

2.      22222,


 yxyxyxf  , 1,0  yx . 

Повторные интегралы существуют, не равны друг другу. Функция не интегрируема. 

 



 1 

 

Аудиофайлы: Z0000094, Z0000095 

Глава 4. Метрические пространства 

§ 1. Основные понятия 

 Определение. Метрическим пространством M  называется множество элементов 

...,, yx , в котором любой паре элементов yx,  поставлено в соответствие некоторое число 

 yxd , , называемое метрикой или расстоянием, удовлетворяющее следующим аксиомам: 

10.   0, yxd , причем   0, yxd  yx  . 

20.    xydyxd ,,  . 

30.      yzdzxdyxd ,,,   Mzyx  ,,  (неравенство треугольника). 

 Примеры. 

 1) R ,   yxyxd , . 

 2) nR ,      22

11 ..., nn yxyxyxd  . 

 3) C ,   2121, zzzzd  . 

4)  DLp ,  
p

gfgfd , , 1p . 

5) pl ,     p

k

p

kk yxyxd
/1

1
, 




 , 1p . 

6)  ba,C ,  
 

   xgxfgfd
bax


 ,
max, . 

 Лемма. Если d  – метрика, то  dd 1/  – тоже метрика. 

 Достаточно доказать неравенство треугольника: обозначим  yxdd , ,  zxdd ,1  , 

 yzdd ,2  , тогда неравенство 

2

2

1

1

111 d

d

d

d

d

d








 

вытекает из неравенства 
21 ddd  . 

 Замечание.   11/0  dd . 

 Определение. Открытым шаром с центром в точке Mx  радиуса 0R  называется 

множество     RyxdMyRxB  ,|, . 

 Определение. Множество MG  называется открытым, если Gx    GRxB  , . 

 Определение. Точка Mx  называется предельной для множества F , если 

   FxRxB \,  0 R . 

 Множество предельных точек множества F  обозначим через F  . 

 Определение. Замыканием множества E  называется множество FFF   . 

 Определение. Множество F  называется замкнутым, если FF  . 

 Теорема. Если G  – открытое, то GM \  – замкнутое; если F  – замкнутое, то FM \  – 
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открытое. 

 Доказательство. Первое – от противного: пусть   GMx \ , но GMx \ , тогда 

Gx . Следовательно,   GRxB  , . Но тогда     GMRxB \,  , что означает, что точка 

x  не является предельной для множества GM \  – противоречие. 

 Второе – от противного: пусть FMx \ , но нет ни одного шара с центром в точке x , 

содержащегося в FM \ , тогда 0 R     FxRxB \, . Таким образом, точка x  

является предельной для множества F , но не принадлежит ему – противоречие. Теорема 

доказана. 

 Замечание. Существуют множества, не открытые и не замкнутые.  

 Теорема. Произвольное (не обязательно счетное) объединение открытых множеств 

открыто. Пересечение конечного числа открытых множеств открыто. 

 Произвольное (не обязательно счетное) пересечение замкнутых множеств замкнуто. 

Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто. 

 

§ 2. Принцип сжимающих отображений 

 Последовательности. 

Определение. Последовательность  
1nnx , где все Mxn  , называется сходящейся к 

Mx , если   0,lim 


xxd n
n

. 

 Определение. Последовательность  
1nnx , где все Mxn  , называется 

фундаментальной, если   0,lim
,




mn
nm

xxd  (т.е. 0     N NN : Nmn  ,  

  mn xxd , ). 

 Определение. Метрическое пространство M  называется полным, если любая 

фундаментальная последовательность сходится. 

 Отображения. Пусть X , Y  – метрические пространства,  

Определение. Отображение YXf :  называется непрерывным в точке Xx , если 

 nx : xxn        xfxf n  . 

 Определение. Отображение MMf :  называется сжимающим, если  1,0 : 

      yxdyfxfd ,,   Myx  , . 

 Замечание. Легко видеть, что сжимающее отображение непрерывно. 

 Теорема (принцип сжимающих отображений). У любого сжимающего отображения, 

действующего в полном метрическом пространстве, существует и притом единственная 

неподвижная точка. 

 Доказательство. Пусть M  – полное метрическое пространство, MMf :  – 

сжимающее. Возьмем произвольный Mx 0  и построим последовательность  nn xfx 1 . 
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Так как (для определенности полагаем mn  ) 

     0111 ,...,, xxdxxdxxd n

nnnn    , 

 

Аудиофайл: Z0000096 

           0101

1

11 ,
1

,...,...,, xxdxxdxxdxxdxxd
m

mn

mmnnmn






 

 , 

то эта последовательность фундаментальна. Легко видеть, что ее предел x  удовлетворяет 

равенству  xfx   и что других таких элементов нет. Теорема доказана. 

 Замечание. Скорость сходимости:        1/,, 01 xxdxxd n

n . 

 Теорема. Пусть M  – полное метрическое пространство,  MMf : , mf  – 

сжимающее при некотором Nm , тогда Mx! :   xxf  . 

 Доказательство. В силу принципа сжимающих отображений Mx! :   xxf m  . Но 

тогда 

                 xxfdxfxffdxfxffdxxfd mmmm ,,,,        0, xxfd . 

 Единственность вытекает из того, что если x  – неподвижная точка для f , то она 

неподвижная и для mf . Теорема доказана. 

 Теорема. Пусть M  – полное метрическое пространство,    MrxBf ,: 0
, f  – 

сжимающее на  rxB ,0
 и     rxxfd  1, 00 , тогда  rxBx ,! 0 :   xxf  . 

 Достаточно заметить, что    rxBrxBf ,,: 00  : 

               rrxxdxxfdxfxfdxxfd   1,,,, 00000 , 

и взять  rxB ,0  в качестве полного метрического пространства. 

 

Аудиофайлы: Z0000097, Z0000111 

 Замечание. Если вместо неравенства       yxdyfxfd ,,   выполнено лишь 

неравенство       yxdyfxfd ,,  , yx  , то неподвижной точки может и не быть. 

 Пример.   ,1M ,   yxyxd , ,   xxxf /1 . 

 Определение. Метрическое пространство называется компактным, если из любой 

последовательности его элементов можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

 Теорема. Пусть M  – полное метрическое и компактное пространство,  MMf : , 

      yxdyfxfd ,,   Myx  , , yx  , тогда Mx! :   xxf  . 

 Доказательство. Обозначим    0,inf0 


xxfdd
Mx

. Если 00 d , то Mxn  : 

   0, nn xxfd .  В силу компактности Mxx
kn  . Легко убедиться, что   xxf  . 

 Если 00 d , то, рассуждая аналогично, находим 0x :    000 , dxxfd  , но тогда 
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         000000 ,, dxxfdxfxffdd   – противоречие.  

Единственность легко доказывается от противного:         xxdxfxfdxxd ~,~,~,  . 

Теорема доказана. 

Пример 1. Линейное интегральное уравнение 

       tydxtKtx

b

a

   , ,  bat , , 

где       babatK ,,, C , C . 

 Положим  baM ,C ,  
 

   tytxyxd
bat


 ,
max, , 

 
 



b

a
bat

dtKK ,max
,

1
, 

        tydxtKtxf

b

a

   , ,  

тогда f  – сжимающее при 11 K . 

 Пример 2. Нелинейное интегральное уравнение 

      tydxtKtx

b

a

   ,, ,  bat , , 

где       RC  babastK ,,,, , C . 

 Положим  baM ,C ,  
 

   tytxyxd
bat


 ,
max, , 

       tydxtKtxf

b

a

   ,,  

и потребуем, чтобы ядро удовлетворяло условию Липшица по третьему аргументу 

    12012 ,,,, zzKztKztK    

равномерно по остальным аргументам, тогда f  – сжимающее при   10 abK . 

Пример 3. Уравнение Вольтерра 

       tydxtKtx

t

a

   , ,  bat , , 

где       babatK ,,, C , C . 

 Положим  baM ,C ,  
 

   tytxyxd
bat


 ,
max, , 

 
 


,max

,,
0 tKK

bat 
 , 

        tydxtKtxf

b

a

   , , 

тогда в силу оценок 

       21012 , xxdatKxfxf   ,    
  

 21

0

12 ,
!

xxd
m

abK
xfxf

m

mm





 

 mf  – сжимающее при некотором m , откуда следует однозначная разрешимость уравнения 



 5 

Вольтерра при любом  . 

 

§ 3. Теорема Хаусдорфа о пополнении метрического пространства 

Определение. Два метрических пространства называются изометрическими, если 

между ними существует взаимно однозначное соответствие, сохраняющее метрику. 

Теорема Хаусдорфа. Пусть M  – метрическое пространство, тогда существует 

единственное (с точностью до изометрии) полное метрическое пространство M
~

 такое, что 

0~ MM  (изометрия), MM
~

0   и MM
~

0   ( 0M  – замыкание 0M ). 

Доказательство. Рассмотрим всевозможные фундаментальные последовательности 

 
1nnx , Mxn  . Две такие последовательности  nx  и  ny  будем называть эквивалентными, 

если   0, nn yxd  при n . Пусть X  – класс фундаментальных последовательностей, 

эквивалентных последовательности  nx . Через M
~

 обозначим множество всех таких 

классов. Расстояние между классами определим формулой    nnn yxdYXd ,lim,  . Легко 

видеть, что это предел существует и не зависит от выбора представителя класса. Аксиомы 

метрики также легко проверяются. Таким образом, M
~

 – метрическое пространство. 

Определим теперь 0M  как множество стационарных последовательностей вида 

  MxxxxX  ,...,,...,, , и зададим соответствие 0MM   по правилу Xx  . Покажем, 

что MM
~

0  . В самом деле, в силу фундаментальности произвольной последовательности 

 nx    mnxxdm mn   ,:0 . Следовательно,  ...,,...,, mmmm xxxY   приближает 

 nx  с точностью  . 

 

Аудиофайл: Z0000112 

Докажем теперь полноту M
~

. Пусть  
1nnX  – фундаментальная последовательность в 

M
~

:   0,lim ,  nmnm XXd . Каждый элемент  
1nnX  приблизим стационарной 

последовательностью  ...,,...,, nnnn yyyY  :   nYXd nn /1,  .  

 Положим теперь  ...,,...,, 21 nyyyX  . Фундаментальность X  вытекает из оценки 

            0/1,/1,,,,,  nXXdmYXdXXdXYdYYdyyd nmnnnmmmnmnm , 

а сходимость XX n   – из оценки 

          0/1,lim/1,,,,   nyydnYXdXYdYXdXXd nmmnnnnn . 

 Докажем единственность. Пусть MMM
~

~ 0  , MMM
~

~ 0
 , тогда 00 ~ MM  . Но 

MM
~

0  , MM 
~

0 , откуда следует, что MM 
~

~
~

. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: отсутствует 
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§ 4. Теорема Бэра о категориях 

Пусть M  – метрическое пространство. 

Определение. ME   называется плотным (в M ), если ME  . 

Определение. ME   называется нигде не плотным (в M ), если E  не содержит ни 

одного шара. 

 Лемма. Замкнутое множество F  нигде не плотно в M    MFM \ . 

 Доказательство. Обозначим FMG \ . 

  От противного: пусть MG  , тогда Mx : Gx    Gx    Fx . Так как 

F  не содержит ни одного шара, то 0 r    GrxB ,    x  – предельная точка G   

Gx  – противоречие. 

   От противного: пусть   FrxB  , , тогда   GrxB ,    Gx    MG   – 

противоречие. Лемма доказана. 

 Теорема о вложенных шарах. Пусть M  – полное метрическое пространство, 

    ...,, 2211  rxBrxB , 0lim 


n
n

r , тогда   

 nnn rxB ,1 . 

 Достаточно заметить, что центры шаров образуют фундаментальную 

последовательность и ее предел принадлежит всем замкнутым шарам. 

 Пример. Если 0nr , то утверждение, вообще говоря, неверно: NM , 

   nmnmd ,min/11,  , nm  ,   0, mmd ,   

 nnBn /11,1 . 

 Лемма. Пусть M  – полное метрическое пространство, nG , ...,2,1n , – открытые 

множества, MGn  , тогда 

 nn G1 . 

 Доказательство. Построим последовательность вложенных замкнутых шаров с 

радиусами, стремящимися к нулю. Так как 1G  – открытое, то   111
~, GrxB  , 1~

1 r , 

следовательно,     11111
~,, GrxBrxB  , 11 r . Так как   211, GrxB   (иначе 

2G  не 

плотно в M ) и открытое, то     21122 ,~, GrxBrxB  , 2/1~
2 r , и т.д. По теореме о 

вложенных шарах   

 nnn rxB ,1 , а значит, в силу вложения   nnn GrxB ,  и 

 nn G1 . 

Лемма доказана. 

 Определение. Множество называется множеством первой категории, если его можно 

представить в виде счетного объединения нигде не плотных множеств. Множество, не 

относящееся к первой категории, – это множество второй категории. 

 Теорема Бэра. Полное метрическое пространство есть множество второй категории. 

 Доказательство. От противного: пусть nn EM 

 1 , каждое nE  нигде не плотно в M , 

тогда nn EM 

 1 ,    





 nnnn EMEM \\ 11   по лемме. Теорема доказана. 

 Пример. Из теоремы Бэра вытекает, что существует непрерывная на отрезке функция, 

не дифференцируемая ни в одной точке. 
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§ 5. Компактность в метрических пространствах 

Пусть M  – метрическое пространство. 

 Определение. M  называется компактным, если из любой последовательности его 

элементов можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

 Лемма. Компактное M  полно. 

 Очевидно. 

 Определение. M  называется предкомпактным, если из любой последовательности его 

элементов можно выделить фундаментальную подпоследовательность. 

 Очевидно, если M  предкомпактно и полно, то оно компактно. 

 

Аудиофайлы: Z0000114, Z0000115 

 Определение. M  называется ограниченным, если    yxdMyx ,sup , . 

 Лемма. Предкомпактное M  ограничено. 

 Достаточно заметить, что условие   nm yxd ,  противоречит фундаментальности 

подпоследовательностей  
kmx  и  

lny . 

 Обратное в бесконечномерном случае неверно: из ограниченности предкомпактность 

не следует. 

 Пример. Подмножество ортов  
1kke , где  ...,0,1,0,...,0,0ke  (единица стоит в 

k -той позиции), ограничено, но не предкомпактно в 
2l :   2, nm eed , nm  . 

 Определение. MQ   называется  -сетью для ME  , если  ,xBE Qx  . 

 Замечание. Если ME  , то Q  не обязано содержаться в E ; однако в этом случае для 

E  можно построить 2 -сеть, которая уже будет содержаться в E . В самом деле, рассмотрим 

шар  ,xB . Если   ExB , , то этот шар можно исключить; в противном случае 

  ExBy , , и     2,, yBxB  , так что множество всех таких y  и будет искомой 

2 -сетью. 

 Определение. M  называется вполне ограниченным, если 0   его можно накрыть 

конечной  -сетью:  ,1 k

n

k xBM   . 

 Замечание. Из полной ограниченности вытекает ограниченность, но не наоборот. 

 Теорема Хаусдорфа. M  предкомпактно тогда и только тогда, когда оно вполне 

ограничено. 

 Доказательство.   Пусть M  предкомпактно. Зафиксируем 0  . Выберем 

произвольный Mx 1  и рассмотрим шар  ,1xB . Если  ,1xBM  , то все доказано, иначе 

выберем  ,\ 12 xBMx  . Заметим, что   21, xxd . Если     ,, 21 xBxBM  , то все 

доказано, иначе выберем      ,,\ 213 xBxBMx  , и т.д. Если этот процесс не обрывается, 
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то получим последовательность  nx ,   nk xxd ,  при nk  , из которой невозможно 

выбрать фундаментальную подпоследовательность. 

  Пусть M  вполне ограничено. Выберем произвольную последовательность  nx . 

Положим m

m

 2 . Некоторый конечный набор шаров радиуса 
1  накрывает M , поэтому по 

крайней мере один из них содержит бесконечное число членов  nx  

(подпоследовательность). Накроем этот шар конечным набором шаров радиуса 
2 ; один из 

них опять содержит бесконечное число членов подпоследовательности, и т.д. Выбрав на 

каждом этапе по элементу, построим подпоследовательность, которая, как легко видеть, 

будет фундаментальна. Теорема доказана. 

Следствие (признак предкомпактности). M  предкомпактно, если 0   существует 

предкомпактная  -сеть. 

Доказательство. Пусть 0   существует предкомпактная  -сеть Q : 

 ,xBM Qx  , Q  предкомпактно, тогда в силу предкомпактности Q  существует конечная 

 -сеть, т.е.  ,1 k

n

k xBQ   . Но тогда, как легко видеть,  2,1 k

n

k xBM   . 

Теорема о компактности (лемма Гейне-Бореля). M  компактно тогда и только тогда, 

когда из любого его открытого покрытия можно выделить конечное подпокрытие. 

Доказательство.   Рассмотрим произвольную последовательность  nx . Положим 

 ...,, 1 nnn xxX . 

 10. Покажем, что 

 nn X1 . В самом деле, пусть это не так, тогда 

 nnnn XMXMM \\ 11







   , т.е. открытые множества nXM \  образуют покрытие 

пространства M . По условию N :  n

N

n XMM \1 , следовательно,  n

N

n X1 , что 

противоречит тому, что n

N

nN Xx 1 . 

20. Пусть nn Xx 

 1  (конечно, Mx ). Возможны следующие случаи: 

а) ...,,
21 nn XXx  (бесконечная подпоследовательность): в качестве фундаментальной 

можно взять стационарную подпоследовательность ...,, xx ; 

б) 
mnnn XXXx ,...,,

21
 : ...,, 21 

mm nn XXx : в этом случае x  – предельная точка для 

всех nX , начиная с номера 1mn , а стало быть, в любой окрестности точки x  найдется точка 

из nX , что и позволяет выбрать из  nx  сходящуюся подпоследовательность. 

  От противного. Пусть  G  – открытое покрытие M , из которого нельзя выделить 

конечное подпокрытие. Так как M  компактно, то по теореме Хаусдорфа оно вполне 

ограничено. Положим 
m

m

 2 . Накроем M  конечным набором шаров радиуса 1 . По 

предположению среди них существует шар  111 , xBB  , из покрытия  G  которого нельзя 
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выделить конечное подпокрытие. Накроем 
1B  конечным набором шаров радиуса 

2 . Среди 

них опять найдется шар 
2B , из покрытия  G  которого нельзя выделить конечное 

подпокрытие, и т.д. Легко видеть, что центры шаров lB  образуют фундаментальную 

последовательность. В силу компактности M  эта последовательность сходится; пусть 

My – ее предел. Так как y  содержится в одном из открытых множеств G , то существует 

шар с центром в y , содержащийся в G , причем ясно, что все шары lB , начиная с 

некоторого номера, попадают в этот шар - противоречие. Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000116 

§ 6. Критерий предомпактности в  KC ,  KLp , pl  

Пусть K  – замкнутое ограниченное множество в nR  (компакт). 

Пространство  KC . 

 Теорема Арцела-Асколи. Множество функций  KCE   предкомпактно тогда и 

только тогда, когда оно равномерно ограничено и равностепенно непрерывно. 

 Доказательство.   См. программу 2 курса. 

Ограниченность вытекает из теоремы Хаусдорфа, а равностепенная непрерывность 

– из существования конечной  -сети и равномерной непрерывности непрерывной функции, 

заданной на компакте. Теорема доказана. 

Контрпример.   ,0K , 

 
















.1,0

,1,1

,0,1

nt

ntntn

nt

tfn  

Эта последовательность равномерно ограничена и равностепенно непрерывна, но выбрать из 

нее фундаментальную подпоследовательность нельзя: 1nf , 11 nf . 

 Замечание. Если K  некомпактно, то нужно добавить следующее ограничение: 0   

  0 MM :      tftfn  N n , Mtt  : . 

Пространство  KLp . 

Теорема Рисса. Множество функций  KLE p  предкомпактно тогда и только тогда, 

когда оно равномерно ограничено и равностепенно непрерывно в  KLp , т.е. Mf
p
  

Ef   и 0     0  :     
p

xfxf  Ef  ,  :  ( 0f  вне K ). 

Доказательство.   Аналогично теореме Арцела-Асколи. 

  Построим предкомпактную  -сеть, опираясь на понятие усреднения. Положим 

 
 










,1,0

,10,1

r

rrA
r  
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где постоянная A  такова, что ( nS  – единичная n -мерная сфера) 

     
 1

11

1

0

1


 



nn

SA
drrrSAкоординатыесферическиdxx

nn

n
nR

 , 
 

nS

nn
A

1
 ; 

  
















x
x 

1
. 

Очевидно,   1 
n

dxx

R

  и 0  при x . Определим теперь усреднение: всякой 

функции  KLf p  сопоставим функцию 

           
nn

dzxzfzdyyfxyxf

RR

 . 

 Так как 

            
n

dzxfxzfzxfxf

R

 , 

то в силу неравенства Гельдера и теоремы Фубини 

            



























   

n nnn

dxdzzdzzxfzxfdxxfxfff

qp

ppp

p

R RRR

/

  

        ppp

nn n

dzzdzzdxxfzxf  













   

RR R

, 

т.е.  p
ff , следовательно,  f  образует  -сеть. 

 В силу неравенства Гельдера эта сеть равномерно ограничена и равностепенно 

непрерывна в  KC . Следовательно, она предкомпактна в  KC . Осталось заметить, что из 

равномерной сходимости в  KC  вытекает сходимость в  KLp . Теорема доказана. 

 Замечание. В случае неограниченной области – аналогично замечанию к теореме 

Арцела-Асколи. 

Пространство pl . 

Будем обозначать  ...,, 21 xxx  ,    ...,0,0,,...,, 21 NN xxxxP  ,    xPxxR NN  . 

Очевидно,  
pp llN xxP  , plx , 0   N :   

plN xR . 

Теорема. plE   предкомпактно тогда и только тогда, когда 

1) 0M : Mx
pl
  Ex  и 

2) 0    NN  :   
plN xR  Ex . 

Доказательство.   Ограниченность вытекает из предкомпактности. Далее, 0   

существует конечная  -сеть:  ,1

kn

k zBE   , p

k lz  . В силу конечности числа узлов N : 

  
pl

k

N zR  сразу для всех узлов. Так как Ex  k : 
pl

kzx , то   2
plN xR . 
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    xPN  образует  -сеть и фактически составляет конечномерное пространство. Из 

его предкомпактности вытекает предкомпактность E . Теорема доказана. 

 

Глава 5. Банаховы пространства 

§ 1. Основные понятия 

 Определение. Вещественное линейное пространство X  называется нормированным, если 

каждому элементу Xx  поставлено в соответствие некоторое число x , называемое нормой, 

удовлетворяющее следующим аксиомам: 

10. 0x , причем 0x  0x . 

20. xx    R . 

30. yxyx   Xyx  ,  (неравенство треугольника). 

Замечание 1. Можно рассматривать пространство над произвольным полем (в 

частности, комплексное пространство), но в этом семестре мы ограничимся вещественным 

случаем. 

Замечание 2. Линейное нормированное пространство является частным случаем 

метрического пространства, если ввести расстояние по формуле   yxyxd , ; 

соответственно, утверждения, доказанные для метрического пространства, переносятся на 

случай нормированного пространства. 

 

Аудиофайлы: Z0000117, Z0000122 

Понятия сходимости и фундаментальной последовательности определяются 

очевидным образом. 

Определение. Полное линейное нормированное пространство называется банаховым. 

Рассмотрим отображения. Пусть X , Y  – линейные нормированные пространства, 

YXA :  – отображение (оператор). 

Определение. Отображение A  называется непрерывным в точке x , если xxn   

AxAxn  . 

 Лемма. Если A  – линейное отображение, непрерывное в одной точке, то оно 

непрерывно всюду. 

 Доказательство. Пусть A  непрерывно в точке x~ , тогда xxn
~~   xAxA n

~~  . 

Рассмотрим Xx  и xxn  . Так как xxxxn
~~ , то   xAxxxA n

~~  , но в силу 

линейности отображения   xAAxAxxxxA nn
~~  , поэтому AxAxn  . Лемма доказана. 

 Пример.  1,0CX  , dtdA / ,  1,0CY  . Заметим, что A  определено не во всем 

пространстве. A  не является непрерывным:   0sin2/1   ntntxn ,    0cos2/1  ntntAxn . 
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Определение. Отображение A  называется ограниченным, если оно любое 

ограниченное множество переводит в ограниченное множество. 

Определение. Нормой ограниченного отображения A  называется 

AxA
x 1

sup


 . 

 Замечание. Это определение применяется и для нелинейных отображений. 

 Лемма. Если A  – линейное отображение, то 

x

Ax
AxA

xx 01

supsup


 . 

 Доказательство очевидно. 

 Следствие. xAAx  . 

 Пространство линейных ограниченных операторов будем обозначать  YXL , . Легко 

видеть, что оно будет линейным нормированным пространством. 

 Теорема. Линейный оператор непрерывен тогда и только тогда, когда он ограничен. 

 Доказательство.     0 xxAxxAAxAx nnn . 

   От противного: пусть nx : 1nx , nAx , тогда 0/  nnn Axxz , 

0nAz . Теорема доказана. 

 Теорема. Если Y  банахово, то  YXL ,  тоже банахово. 

 Замечание. Полнота X  не требуется. 

 Доказательство. Рассмотрим фундаментальную последовательность  YXLAn , : 

0 mn AA . Так как Xx  последовательность xAn  фундаментальна, то xAnn  lim . 

Определим оператор A  по правилу xAAx nn  lim . В неравенстве 

xxAAxAxA mnnmnn    устремим m  к бесконечности: xAxxAn  , 

 AAn ,откуда вытекает, что A  ограничен и AAn  . Теорема доказана. 

 Докажем теперь одну из основных теорем функционального анализа. 

 Теорема Банаха-Штейнгауза. Пусть X , Y  – линейные нормированные пространства, 

 YXLAn , ,  


xAXxE n
n
lim:  – множество второй категории, тогда 

последовательность  nA  ограничена, т.е. MAM n  :0 . 

 Доказательство. Введем множества  mxAXxF nnm  : . Легко видеть, что они 

замкнуты. Положим nmnm FF 

 1  и докажем, что mm FE 

 1 . В самом деле, пусть Ex , 

тогда mxAm n  :    nFx nm     mFx    mm Fx 

 1 . Обратно, пусть mm Fx 

 1 , 

тогда mFxm  :    nFx nm     mxAn    Ex . 

 Так как E  – множество второй категории, то хотя бы одно множество mF  не является 
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нигде не плотным, т.е.   mFrxB ,0 . Рассмотрим Xx , 0x . Положим 

 rxB
x

rx
xz ,

2
00  . 

Так как mFz , то 

m
x

xAr
xA

x

xAr
zAm

n

n

n

n 
22

0  
r

m

x

xAn 4
  

r

m
An

4
 . 

Теорема доказана. 

 Следствие из теоремы Банаха-Штейнгауза. Пусть X , Y  – линейные нормированные 

пространства, причем X  – полное,  YXLAn , , XxxAn
n




lim , тогда 

MAM n  :0 . 

 Достаточно вспомнить, что полное нормированное пространство является 

множеством второй категории (теорема Бэра). 

 Рассмотрим пример применения теоремы Банаха-Штейнгауза и следствия из нее. 

Пусть  fxSn ,  – тригонометрическая сумма для функции f . 

 Утверждение. Существует функция   ,Cf  такая, что   fSn ,0 . 

 Доказательство.   ,CX , 

   
 

 










dt
t

tn
txffxSn

2/sin2

2/1sin1
, ,    

 
 

fAdt
t

tn
tffS nn 


 






 2/sin2

2/1sin1
,0 . 

Достаточно доказать, что nA . В самом деле, 

 

 
      










 
 2/1

0

2/1

0

2

0

2

0

2cos11sin22/1sin2

2/sin2

2/1sin2
nn

n ds
s

s
ds

s

s
dt

t

tn
dt

t

tn
A




. 

 

Аудиофайл: Z0000123 

 Обоснуем последнее утверждение о норме оператора. 

 Теорема. Пусть в пространстве  baC ,  задан линейный функционал 

      
b

a

dttxttxA  ,    baLt , . 

Тогда 

 
b

a

dttA  . 

 Доказательство. С одной стороны, 

         

b

a

b

a

dttxdttxttxA      
b

a

dttA  . 

С другой стороны, если 
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       





 dsstst  sgnsgn  

(       1sgn  





dsst  ), 

то 

                




b

a

b

a

b

a

dttdtttdttttA  sgnsgnsgn
0

    
b

a

dttA  , 

что и доказывает теорему. 

 

§ 2. Обратные операторы 

Пусть (также и в последующих параграфах этой главы) X , Y  – линейные 

нормированные пространства, YXA : . 

 Левый и правый обратные операторы. 

 Определение. XYAЛ  :1  называется левым обратным к A , если EAAЛ 1 . 

 Определение. XYAП  :1  называется правым обратным к A , если EAAП 1 . 

 Теорема. Если левый и правый обратные операторы существуют, то они равны. 

 Достаточно заметить, что     111111   ППЛПЛЛ AAAAAAAA . 

 В этом случае 111   AAA ПЛ  называется обратным оператором. 

 Замечание. Из существования одного из них, вообще говоря, не вытекает 

существование другого. 

 Теорема. Следующие три утверждения эквивалентны. 

10. Уравнение yAx   имеет не более одного решения. 

20.  0ker A . 

30. 
1 ЛA . 

Доказательство. 10 20: 0Ax , 0x  yxA ~ ,   yxxA ~ . 

20 30:  ARy  yAxXx  :!  yAx Л

1 . 

30 10: yAx   yAx Л

1  – единственное решение. Теорема доказана. 

 Теорема. Следующие три утверждения эквивалентны. 

10. Уравнение yAx   всегда разрешимо. 

20.   YAR  . 

30. 1 ПA . 

 Доказательство. 10 20: очевидно. 

20 30: Yy  yAxXx  :  1 ПA  (быть может, не единственный). 

30 10: yAx П

1  yAx  . Теорема доказана. 
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Аудиофайл: отсутствует 

Пример.  1,01CX  , 
CCC

xxx 1 ,  1,0CY  , dtdA / . 

    


t

П dssytyA
0

1 ,           txxtxdssxtAxA

t

П  
 0

0

1  1

ПA  не является левым обратным. 

 

§ 3. Обратимые операторы 

 Определим понятие обратимости. 

 Определение. YXA :  называется обратимым, если уравнение yAx   однозначно 

разрешимо для любой правой части и решение устойчиво к изменению правой части (т.е. 1A  

существует и ограничен). 

 Теорема. Пусть X  – банахово, YXA :  – ограниченный оператор, 0M : 

xMAx   Xx ,   YAR  , тогда A  – обратимый оператор. 

 Доказательство. xMAx    0ker A 
1 ЛA . Докажем, что   YAR  . Yy  

yyn  ,  ARyn   Xxn  : nn yAx  . Эта последовательность фундаментальна: 

Myyxx mnmn /  xxXx n  : . Переходя к пределу в равенстве nn yAx  , 

получаем yAx     YAR   1 ПA   1 A , причем yAMy 1 . Теорема доказана. 

 Теорема. Пусть X  – банахово, XXA : , 1A , тогда AE   – обратимый 

оператор. 

 Доказательство. Пусть 
n

n AAAES  ...2
. Очевидно,  ASn  1/1 . Легко 

видеть, что  nS  фундаментальна. В силу полноты  XXL ,  SSn  . Так как 

    1 n

nn AESAEAES , то   1
 AES ,  AS  1/1 . Теорема доказана. 

 Следствие.    AAE 


1/1
1

,    AAEAE 


1/
1

. 

 

Аудиофайл: Z0000197 

Справедлив усиленный вариант этой теоремы. 

Теорема. Пусть X  – банахово, XXA :  – ограниченный оператор, тогда: 

1) существует RAn n

n



lim  (спектральный радиус оператора). 

2) если 1R , то AE   – обратимый оператор. 

 Доказательство. Докажем вначале второе утверждение. По признаку Коши ряд с 

частичными суммами 
n

n AAAES  ...2
 сходится; легко видеть, что   1

 AESn . 

 Докажем теперь первое утверждение. Так как  AAA n
n

n n 0 , то существует 
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AAR n n

n




lim0 . 

 По определению нижнего предела 0   N p :  RAp p . Произвольное 

Nn  можно представить в виде qmpn  , где 10  pq . Следовательно, 

     





 RAAAAA

p
p

m

qmpqqmpm
p

qmp
qmpn n

/1///1

, 

откуда следует, что 2 RAn n  начиная с некоторого номера, что и означает, что 

RAn n

n



lim . Теорема доказана. 

 Теорема. Пусть X  – банахово, YXA :  – обратимый оператор, YXB : , 

1/1  ABA , тогда B  – обратимый оператор. 

 Доказательство.     BAAEABAAB  1 . Так как   11  BAA , то 

 BAAE  1  обратим     1111   ABAAEB . Теорема доказана. 

 Следствие. Множество обратимых операторов открыто. 

 Теорема. Пусть X  – банахово, YXA :  – обратимый оператор, YXAn : , 

0 AAn , тогда NnN  :  nA  – обратимый и 011   AAn . 

 Доказательство. Обратимость (начиная с некоторого номера) вытекает из предыдущей 

теоремы: 

    nnn AAAEAAAAA  1
, 

   1111   AAAAEA nn , 

       111111111   AEAAAEAAAAAEAA nnn , 

 

 
0

1

1

1

1

11 



 





 A
AAA

AAA
AA

n

n

n . 

Теорема доказана. 

 

§ 4. Теорема Банаха об обратном операторе 

 Теорема Банаха. Пусть YX ,  – банаховы, YXA :   – взаимно-однозначный 

ограниченный оператор,   XAD  ,   YAR  , тогда A  – обратимый оператор (т.е. 
1A  

ограничен). 

 Лемма. Пусть X  – банахово, YXB : ,  xnBxXxX n  : , тогда nn XX 

 1  и  

XX n 
0

:  XX n 
0

. 

 Доказательство леммы. Первое утверждение очевидно: Xx , 0x  
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Bx  N n : nxBx / . 

Далее, 
nn XX 

 1  – полное пространство, поэтому по теореме Бэра о категориях 

N n : 
nX  содержит некоторый шар  rxB ~,~

0 . Но тогда rrXx n
~,0  :   nXrxB ,0

. 

Пусть r . Покажем, что точки этой сферы можно сколь угодно точно 

аппроксимировать точками из некоторого 
0nX . Рассмотрим  rxBxx ,00   . 

Следовательно,   nk XrxBx ,0 : xxk  , так что   0xxkk . Докажем, что оператор 

B  ограничен на последовательности  k . В самом деле, 0BxBxB kk  , 

      k

k

kkkkk

x
nxnxxnxxnBxBxB 



















0

00000 212 . 

Так как 2/rk  , начиная с некоторого номера k , то 

kkk nx
r

nB  00

4
1 








 , 

где  rxnn /41 00  , что и требовалось доказать. 

 Теперь покажем, что Xx , 0x , можно аппроксимировать точками из 
0nX . 

Положим xrx / , тогда r , поэтому  
0nk X  :  k . Соответственно, 

0
/ nkk Xrxx   , xrxx kk  / . Лемма доказана. 

 Доказательство теоремы. Так как   YAR  , то существует 1

ПA . В силу взаимной 

однозначности  0ker A , поэтому существует и 1

ЛA , а значит, и 
1A . Обозначим 

1 AB , 

XYB : . По лемме YYn 
0

: YYn 
0

. 

Рассмотрим Yy , 0y , yl  . По лемме 
01 nYy  : ly 21  , 2/1 lyy  . По 

лемме 
02 nYy  : ly 2 , 4/21 lyyy  , и т.д.: 

0nn Yy  , 22/  n

n ly , 

n

n lyyyy 2/...21  . Очевидно, yyyy n  ......21 . 

Положим nn Byx  , тогда 2

00 2/  n

nn lnynx , откуда следует, что ряд 

......21  nxxx  сходится. В силу полноты пространства X  этот ряд сходится к 

некоторому Xx , причем yyyyAxAxAxAx nn  ............ 2121  и 

ynlnxxxxyA n 0021

1 44...... 
, т.е. 

1A  ограничен. Теорема доказана. 

 Следствие. Пусть в X  заданы две нормы 
1
 и 

2
, X  полно относительно обеих 

этих норм и 0M : 
12

xMx   Xx , тогда 0m : 
21

xmx   Xx . 

 Достаточно определить  
kk XX , , 2,1k , 21: XXE  , и воспользоваться только 

что доказанной теоремой. 
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 Рассмотрим важное понятие замкнутого оператора. 

 Определение. YXA :  называется замкнутым, если  ADxn  : xxn  , yAxn   

  ADx  и yAx  . 

 Определение. Множество        YXADxAxxA  ,,  называется графиком 

оператора YXA : . 

 Легко видеть, что A  замкнут   A  замкнуто по норме Axxx  . 

 Теорема о замкнутом графике. Пусть YX ,  – банаховы, YXA : ,   XAD  , A  – 

замкнутый оператор, тогда A  ограничен. 

 Доказательство. Определим  xXX ,1  ,  AxxXX  ,2
. В силу замкнутости A  

второе пространство также полное: если  nx  фундаментальна в 
2X , то в силу равенства 

mnmnmn AxAxxxxx 
2

 последовательности  nx  и  nAx  также фундаментальны 

 xxn  , yAxn      XADx  , yAx    0
2
 xxn . В паре пространств 

1X , 
2X  

справедлива оценка для нормы: 
21

xx  , они оба полные, поэтому по следствию из 

теоремы Банаха 0m : 
12

xmx  , откуда и следует ограниченность A . Теорема доказана. 

 

Аудиофайл: Z0000129 

§ 5. Теорема Хана-Банаха 

Пусть, как и прежде, X  – линейное нормированное пространство. 

 Теорема Хана-Банаха. Пусть M  – линейное многообразие (т.е. подмножество, 

замкнутое относительно операций сложения элементов и умножения элементов на числа) X , 

 xf  – линейный ограниченный функционал, заданный на M , тогда существует 

продолжение функционала  xf  на все X  с сохранением нормы, т.е. существует линейный 

ограниченный функционал  xF , заданный на X :     xfxF  , Mx , fF  . 

 Доказательство. Докажем для случая сепарабельного пространства (хотя теорема 

верна и в общем случае). 

I. Пусть Mx 0 . Продолжим функционал с сохранением нормы на многообразие 

   R  ,,| 00 MxxxxxxM . В силу линейности 

        cxfxFxFxF   0 , 

где  0xFc  . Оценим норму. Заметим, что достаточно доказать одностороннюю оценку: 

если   xfxF  , то   xfxF     xfxF  . 

Итак, докажем неравенство 

  0xxfcxf    Mx  , R . 

При 0  неравенство очевидно. Пусть 0 . Поделим обе части неравенства на  : 
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0x
x

fc
x

f 









 


, 

 101 xfxxfc   Mx  1
. 

Пусть теперь 0 , тогда поделим на  : 

0x
x

fc
x

f 









 



, 

  022 xxfxfc   Mx  2
. 

Таким образом, достаточно доказать, что 

   101022 xfxxfxxfxf  , 

   020121 xxxxfxxf  , 

но последнее неравенство очевидно вытекает из неравенства треугольника: 

   020102012121 xxxxfxxxxfxxfxxf  . 

 II. Пусть ...,, 21 xx  – счетное всюду плотное множество в X . Продолжим функционал 

с сохранением нормы на ...,, 21 xx . Рассмотрим Xx . Выберем xx
kn  . В силу 

ограниченности функционала последовательность   
knxF  будет фундаментальной; ее 

предел и определим как  xF . Корректность легко проверяется. Теорема доказана. 

 Следствие 1. Пусть Xx 0 , 00 x , тогда существует линейный ограниченный 

функционал  xf , заданный на X :   00 xxf  , 1f . 

 Достаточно определить  xf  на многообразии  0xL  по правилу   0xxf  , где 

0xx  , и затем продолжить его на все пространство по теореме Хана-Банаха. 

 Следствие 2. Если   00 xf  для любого линейного ограниченного функционала f , 

то 00 x . 

 Вытекает из следствия 1. 

 Следствие 3. Пусть M  – замкнутое линейное многообразие (т.е. подпространство) X , 

XM  , Xx 0 , Mx 0 , тогда существует линейный ограниченный функционал  xf , 

заданный на X :   0xf  Mx  ,   10 xf  (биортогональность). 

 Доказательство. Определим функционал следующим образом: пусть 0xxx  , где 

Mx  , R , тогда       0xxfxf . Ограниченность: 

 

010,0,0

0

,

1

inf

1

/

1
supsupsup

xxxxxxxx

xxf

Mx
MxMxMx 



















 







 RRR

. 

 Так как M  замкнуто и Mx 0 , то 0inf 01
1




xx
Mx

. 
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§ 6. Сопряженное пространство 

Пусть X  – линейное нормированное пространство. 

 Определение. Пространство линейных ограниченных функционалов над X  

называется сопряженным к X . Обозначение: *X . 

 Итак,  R,* XLX  . 

 Замечание. Так как R  – полное пространство, то в силу доказанной ранее теоремы *X  

– полное. 

 Теорема. Если *X  сепарабельно, то X  также сепарабельно. 

 Доказательство. Рассмотрим единичную сферу в *X . По условию теоремы на ней 

существует счетное всюду плотное множество  nx :   Xxn , 

  1sup
1

 



 xxx n
x

n
. 

Но тогда  nx : Xxn  , 1nx ,   2/1

nn xx . Рассмотрим множество всевозможных 

конечных линейных комбинаций элементов  nx  с рациональными коэффициентами. 

Очевидно, это множество счетно. Замыкание этого множества обозначим через M . Если 

XM  , то все доказано; иначе Xx  0 : Mx 0 . По следствию 3 из теоремы Хана-Банаха  

 Xf :   0xf  Mx  ,   10 xf  (или 1f ). Но тогда 

              nnnnnnnnnn xfxxfxxxxxxfxf 2/10 . 

В силу плотности множества  nx  член 
 nxf  можно сделать сколь угодно малым. 

Полученное противоречие и доказывает теорему. 

 Пример. Рассмотрим пространство pl , 1p , состоящее из бесконечных 

последовательностей вида  ...,, 21 xxx  , удовлетворяющих условию 


1k

p

kx ,  

p

k

p

kp
xx

/1

1









 





. 

Определим функционал следующим образом:   





1k kk yxxf , где qly , 1/1/1  qp . В 

силу неравенства Гельдера этот функционал ограничен:  
qp

yxxf  , 
q

yf  . 

 Покажем, что всякий функционал из 

pl  представим в таком виде, элемент y  

определяется однозначно и 
q

yf  . Рассмотрим орты  ...,0,1,0,...,0,0ne  (единица 

стоит в n -ной позиции). Положим  nn efy  ,  




n

k kk

q

k

n eyyx
1

1
sgn . Ясно, что 

   


n

k

q

k

n yxf
1

. С другой стороны,     pn

k

q

k
l

nn yfxfxf
p

/1

1 
 . Следовательно, 

  qn

k

q

kyf
/1

1 
 . Устремляя n  к бесконечности, получим, что qly  и 

ql
yf  , так что 
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ql
yf  . Единственность вытекает из равенства  nn efy  . 

 Сказанное можно перенести и на пространство  ,m

pL R , 1p :  ,m

pLf R  

 ,m

qLy R : 

     
m

dtytxxf

R

 , 
q

yf  . 

 Докажем это. Применим функционал к характеристической функции:    AfA   . 

Нетрудно видеть, что это заряд. Следовательно, по теореме Радона-Никодима его можно 

представить в виде 

   
A

dtyA  ,  ,1

mLy R . 

Представив подынтегральную функцию в виде      tytyty   ,   0 ty , заметим, что 

достаточно доказать утверждение для случая    tyty  . Докажем, что  ,m

qLy R . 

Аппроксимируем  ty  снизу простыми функциями с конечным числом значений  tyn : 

    0 tyty n . Тогда 

      
A

n

A

dtydtyA  . 

Рассмотрим теперь функцию  txn , «устроенную» так же, как  tyn , но принимающую 

на соответствующих подмножествах значения 1q

ny . В этом случае 

          

mm

dtydAyAyxf q

n

k

k

q

n

k

k

q

nn

RR

1 . 

 Так как 

     
p

k

k

q

n

p

k

k

ppq

npnn AyfAyfxfxf

/1/1


















    , 

то 

   
p

k

k

q

n

q

n Ayfdty
m

/1









  

R

, 

fy
qn  . 

Переходя к пределу, получаем, что fy
q
 , так что 

q
yf  , что и требовалось доказать. 

 Покажем, что второе сопряженное к 1L  не совпадает с ним. В самом деле, 

  LL1 , но 

1LL 

 , поскольку 1L   сепарабельно, а L  – нет: функции 

 









,1,0

,0,1

t

t
tx




  

образуют несчетное множество в  1,0L  и     1


txtx   при   , поэтому в L  не 

может существовать счетного всюду плотного множества. 
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Аудиофайлы: Z0000130, Z0000147, Z0000148 

§ 7. Второе сопряженное пространство 

Пусть X  – линейное нормированное пространство. 

Второе сопряженное пространство – это пространство функционалов над 

пространством функционалов: 

   XX . 

Покажем, что  XX . А именно, покажем, что всякий элемент Xx  определяет 

некоторый ограниченный линейный функционал на X . В самом деле, положим 

   xxxx

   

для всякого линейного ограниченного функционала   Xx . Тогда 

              yxxyxxxyxyx xxx     Xyx , , 

т.е. функционал x  линеен. Далее,     xxxxxx

  , поэтому xx  . 

 Лемма. xx  . 

 Доказательство. Если 0x , то 0x , и все доказано. Если 0x , то по следствию 1 

из теоремы Хана-Банаха существует  Xf :    xxf  , 1f . Но тогда 

    fxxxffx  , т.е. xx  , откуда и следует искомое равенство. Лемма доказана. 

 Определение. Если 
X  состоит только из таких функционалов x  (т.е. 

X  

изоморфно X ), то X  называется рефлексивным. 

 Пример. pL  рефлексивно при 1p  и нерефлексивно при 1p : 

  LL1  – 

несепарабельное пространство, и предположение о рефлексивности противоречит 

доказанной выше теореме о том, что если 
*X  сепарабельно, то X  также сепарабельно. 

pl  рефлексивно при 1p . 

 

§ 8. Слабая сходимость. Слабая компактность 

Пусть X  – банахово пространство. 

Определение. Последовательность  nx , Xxn  , называется слабо сходящейся к 

элементу Xx , если    xxxx n

   *Xx   . 

Обозначение: xx w

n  . 

Определение. Последовательность  nx , Xxn  , называется слабо фундаментальной, 

если последовательность   nxx
 фундаментальна *Xx   . 

Утверждение. Из сходимости по норме вытекает слабая сходимость. 
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В самом деле, если 0 xxn
, то       0  xxxxxxxxxx nnn . 

Замечание. Обратное неверно: 
2lX  , nn ex   (орты): 0w

ne  (в силу теоремы 

Рисса и равенства Парсеваля), 0ne . 

Лемма. Слабый предел единственен. 

Достаточно заметить, что если xx w

n   и xx w

n
~ , то   0~  xxx  *Xx   , и в 

силу следствия 2 из теоремы Хана-Банаха 0~  xx . 

Докажем теперь три основных теоремы о слабой сходимости. 

Теорема 1. Слабо фундаментальная последовательность ограничена. 

Доказательство. Пусть дана последовательность  nx , Xxn  , и последовательность 

  nxx  фундаментальна *Xx   , тогда *Xx     n
n

xx


 lim . Представим в виде 

     xxx
nxn  . Последовательность функционалов  

nx  будем рассматривать как 

последовательность операторов, действующих из 
*X  в R . Так как  


 x

nx
n

lim  и 
*X  

полное, то по следствию из теоремы Банаха-Штейнгауза MxM nxn
 : , что и 

требовалось доказать. 

Теорема 2. Рефлексивное пространство слабо полно. 

Доказательство. Пусть дана последовательность  nx , Xxn  , и последовательность 

  nxx  фундаментальна *Xx   , тогда *Xx       


 xfxx n

n
lim . Очевидно, f  – 

линейный функционал. Докажем его ограниченность. В самом деле, если      xxx
nxn  , то 

по теореме 1 MM
nx  : , поэтому     



  xMxxf
nx

n
lim . Следовательно,  Xf . 

В силу рефлексивности пространства      xxxxfXx x

  : , т.е. xx w

n  , что и 

требовалось доказать. 

Теорема 3 (о слабой компактности). В сепарабельном рефлексивном пространстве из 

любой ограниченной последовательности можно выбрать слабо сходящуюся 

подпоследовательность. 

Доказательство. Пусть 
 XX , Xxn  , Mxn  . 

Прежде всего, отметим, что 
X  сепарабельно в силу сепарабельности 

  XXX  
. Пусть  kx  – счетное всюду плотное множество в 

X . 

Рассмотрим 

1x . Так как     111 xMxxxx nn , то числовая последовательность 

  nxx

1  ограничена, поэтому из нее можно выбрать сходящуюся подпоследовательность 

  nxx 11


. 

Далее, рассмотрим   nxx 12


. Аналогично, из нее можно выбрать сходящуюся 
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подпоследовательность   nxx 22

 , и т.д. 

Возьмем теперь диагональную подпоследовательность  nnx  и докажем, что она слабо 

сходящаяся. В самом деле, обозначим nnn xz  , тогда k  числовая последовательность 

  nk zx  сходится. Зафиксируем 0   и  Xx . Найдем k :   xxk , тогда 

            

nmknmknmnm zzxzzxxzzxzxzx  

   nkmknmk zxzxzzxx   . 

Но первое слагаемое в правой части этого неравенства допускает оценку 

  Mzzxxzzxx nmknmk 2 
, 

а второе стремится к нулю, поэтому  nnx  слабо фундаментальна. По теореме 2 она слабо 

сходится. Теорема доказана. 
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